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On the Impedance of a Biconical Antenna* 
By J. A. Meier, Lancaster, Pa., and A. Leitner, East Lansing, Mich. 


With 1 Figure 


Summary: The problem of a hollow symmetric biconical antenna of arbitrary apex angle is 
solved by the Wiener-Hopf technique using the Lebedev transform. It reduces to an infinite system 
of linear equations of simple structure, involving only Gamma Functions and a knowledge of the 
zeros of solutions of Legendre equations, considered as functions of order. The input impedance 
appears as a residue of the transform functions. 


I. Introduction 


The biconical antenna was introduced by Schelkunoff?! as a model for the dipole 
antenna. Its geometry permits analysis of Maxwell’s equations in spherical coordi- 
nates. In the space between the two cones one deals with a transmission line. Only 
the principal wave (TEM) mode has a non-vanishing value at the point generator 
between the cones’ apices, but there are two principal waves, one outgoing and one 
reflected at the antenna ends; the coefficient of reflection, and therefore also the input 
impedance, depends in a most complicated manner on the higher transmission line 
modes, and on the empty space modes, with which the antenna is “loaded”. By the 
method of separation of variables Smith and Schelkunoff derive an infinite system 
of linear equations of complex structure? *. Numerical approximations of its solution 
were obtained by Robin and Pereira-Gomes*. Tai? has also obtained a variational 
solution of the problem. 


Considered as a mixed boundary value problem in the light of the Wiener-Hopf 
technique, this problem appears to us first of all to be of mathematical interest. It 
involves the Lebedev integral transform, and circumvents the lack of orthogonality 
between the modes in the various regions over the joining surfaces of those regions. 
While we obtain, again, an infinite system of linear equations, it and the expression 
for the antenna’s impedance are of considerably simpler form than found by other 
representations. 


In this work the antenna is, however, taken to be hollow and consists of two finite 
right circular conical conducting sheets along the surfaces 6 = 0, and =z — 6 
between r = 0 and r = a, with a given voltage V (0) e’°* prevailing between the cone 
apices. In what follows the time dependence e/®‘ should be considered factored out. 


* Sponsored by O. 0. R., U.S. Army; the paper contains portions of a dissertation submitted 
by J. A. M., through the Department of Mathematics, to Michigan State University for the degree 
of Doctor of Philosophy. 

S. A. Schelkunoff: Advanced Antenna Theory (John Wiley and Sons, N. Y. 1952). 
P. D. P. Smith: Jour. Applied Physics 19, 11 (1948). 

S. A. Schelkunoff: Jour. Applied Physics 22, 1330 (1951). 

L. Robin and A. Pereira-Gomes: Ann. des Télécomm. 8, 382 (1953). 

C. T. Tai: Jour. Applied Physics 20, 1076 (1949). 
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II. Formulation 


The field of the antenna, excited in the manner just described, is independent of 
the spherical coordinate y, and transverse magnetic, e. g. it possesses only the compo- 
nents H, (r, 0), H, (r, 0) and H, (r, 6). Furthermore the geometrical symmetry of the 
structure and excitation about z = 0 causes H, and EH, to be even in cos 6, H, to be odd. 

The entire problem is reducible to H,. Once it is known, then 


: F) 
sin 6 H,, —joeH,=—, 1 Hy. (1) 


: 0 
1, @ é H, = rsin@aé@ 


ie is a solution of 


to @ ) 
2 
E ar’ ar gig r2 sin 000 


1 
72 gin2 @ 


sin 6 +k? — | He = 0; lo he, o= (wre 
subject to the boundary conditions: 
I 6=6,% —%andrsa: — sin 6H, = 0. (Perfectly conducting cones.) 


II H, and its derivatives (and therefore H,, H,) are continous everywhere except 
at r= 0 and possibly across 6 = 0), 7 — 6) when r <a. 


III The voltage wee 
ss ee 
V (r) =L\(Grajao 


has in the limit r = 0 a finite given value V (0). 


IV As roo, H, (and therefore H,, H,) ~ (e%*"/r) f (@). (Sommerfeld radiation 
condition.) 


III. Representation 
The fundamental solutions of (2) are r~ Z, (kr) ae +, (cos 8), where a prime denotes 
d/d cos 6, Z is a cylinder function, L a solution of Legendre’s equation, and wu the sepa- 
ration parameter, which will here be allowed to take on com- 
Z ais plex values. 
ai Because of the aforementioned symmetries in y and cos 6, 
we need distinguish only two regions, A (0< 6< 6) and B 
(00o< 0< 2/2), as illustrated in fig. 1. In A, LZ must be Pie 
(cos 0), for any other solution of Legendre’s equation for un- 
restricted yu is singular along the Z-axis, whereas in B the appro- 
priate Legendre function is 


My. (cos\@)== evans (cos 0) — Bate (—cos 6), 


because it is odd in cos 0. 

The representation, for each region, will be an integral along a contour L in the 
complex uw plane from Im uw =t = —cotot = + coin a strip of finite width including 
the imaginary wu axis. In terms of such a representation, if permissible at all, the boun- 
dary conditions reduce to a set of two integral equations amenable to function theoretical 
solution. But it has been amply illustrated in applications® 7 that the contour is mathe- 


°F. Oberhettinger: Comm. Pure and Appl. Math. ree 551 (1954). 

’ A. Leitner and C. P. Wells: I. R. E. Trans. Antennas and Propagation (USA) AP-4, 
637 (1956). 

°C. P. Wells and A. Leitner: Quarterly Appl. Math. (USA) XV 430 (1958). 
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matically admissible only after a reformulation of the problem; namely, a transformation 
to negative imaginary k, 


k= =) Ys ye Os (3) 


which alters equation (2), produces modified Bessel functions of real positive arguments 
yr, and also affects the form of (1) and the boundary conditions of section 2. 

All results of this modified treatment apply to the actual problem after return to 
real k, except for the contour integrals, where L must first be deformed to surround 
the real axis. 


In view of these considerations we finally write in A (0< 0< 4): 


H, (r, 0) = —j 4 (0) Verc fu A (u) P’4+ (cos 6) sin 01, (yr)du, (4a) 
16 


in B(.< 0< 2/2): 
- cosh yr 
A, (7, 0) a (0) grand) — 


— ji (0) Varx lu Blu) M’s., (cos 6) sin 61, (yr) du, ial, . (4b) 
i = 
Here J, (yr) is the modified Bessel function; A (mu) and B(w) are the unknown 
transform functions to be determined by the boundary conditions; 7 (0) is the input 
current into the antenna at the apex, and L is a contour confined to a strip of finite 
width about the imaginary w axis within, as we shall see, —1/,<Remw< + 1J/,. 
The term in braces represents a part of the principal wave of the biconical line which, 
as will become clear below, is needed to satisfy all the boundary conditions. 
At this point we should like to state also the Lebedev integral transform theorem, 
which will be used repeatedly below: In its form useful here, it asserts that, if a function 
@ (yr) is represented as 


@ (yr) =|uA (4) Li (yr) dp, (5a) 
L 
then 
A (u) =| @ (yr) Ky (yr) der, (5b) 


0 
provided both integrals converge, L is in a strip of finite width about the imaginary 
axis from tT = —oco to tT = +0, and provided A () is analytic in that strip. — Here 
K, (yr) is the modified Hankel, or McDonald, function. 
In checking the validity of this theorem in a given application, it is useful to know 
that 


K, (yr) ~ r!F#! asr 0, (6) 
~ev'lr asr—> oo, (7) 

and 
IZ.(yn)|~|cpeete!*!, asc = Imp + o. (8) 
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IV. Properties of A (u) and B (p) 


Before determining these transform functions explicitly it is possible and useful 
to cite some of their properties on the wu plane. These can be derived from the boun- 
dary values of the field components on the surface 6 = 6), about which certain facts 
are known, even if their values are not known everywhere explicitly. 

1. Thus one may easily show that there is effectively only one unknown function 
because of the relation 


Biu) =A) eri) (cos O0)/M_y. (cos Oo), (9) 


which follows from the fact that r Z, (7, 6) must be continuous across 0 = 9 for all 
values of 7, easily seen by inspection of (1) and boundary conditions (I) and (II). 
Thus we compute the representation for the quantity [r H, (7, 0) + 0) — r E, (r, 65 — 9)] 
by applying the first of equations (1) to (4). [That the order of differentiation and inte- 
gration is interchangable can indeed be proved, but only after A (u), B (wu) have been 
explicitly determined.] Except for a constant factor this quantity is, with this assump- 
tion, found to be 


mil (uw? — 1/4) [B (4) M_,,, (C08 09) — A (u) P_y,,, (cos 90)] Ly (y 7) du. 


L 


Since this must vanish for all values of the parameter 7, (9) follows. 

2. Next one may show that A (w) is an even function of w, which possesses at worst 
simple poles at the numbers w= + 1/., + Mp.m (6). The + pupm (69) are the zeros of 
P_ 4+, (cos 69) for fixed 6). All the zeros of this function (which is also even in yw) are 
simple and real. By wp,m (9), m = 1, 2,3 ..., we mean the numerical values of these 
numbers in increasing order of magnitude. Furthermore, 


| A (u) (u? — "a) P_a,,, (008 )| ~ | Ky (y 2)| as |] 0 (10) 


in all directions on the w plane. 

The proof of these facts rests on the boundary values of H, (7, 6,), which are unknown 
for r >a but about which certain assertions can nevertheless be made. The represen- 
tation for this function is 


—jyeer B, (r, 05) =6(0) VX [ mw (ut — a) A (ut) P44 (C08 O) Ly (7) du. (12) 
ib, 


If the conditions of the Lebedev theorem (5) apply, then 


— A (1) (= fa) Pay (008 80) = 755 VE Jr" Br (60) Ky (yr) dr. (12) 


Here use has already been made of E, (r, 6.) = 0 when r <a. 

The theorem is valid if first of all the above two integrals converge. Since the first 
contains the unknown A (), we postulate convergence. The justification of this step 
is indeed verfiable ex post facto, once A (u) is known. The second integral converges 
in r, and uniformly in uw, for all finite uw, because: (i) E, (r, 05) ~ e-’"/r as r — oo, from 
Sommerfeld’s radiation condition [see also equation (7)]; (ii) as r— a, E, (r, 05) ~ 
~ (r — a), by Meixner’s edge condition. The integral in (12) is therefore an entire 
function of «4, and so the conditions of Lebedev’s theorem are satisfied. 

Moreover, the fact that the left hand side of (12) is entire in « shows, that A (uw) has 
indeed the poles at + 1/, and at the known simple zeros of P_ Lak (cos 65), as asserted. 


we. -— a 
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That A (u) is an even function of u follows from the fact that P_ 44, (cos 4) and 
K, (y r) in (12) are even in fe. The property (10) is also derivable from (12), by a formal 
evaluation of the integral in (12): H, (r, cos 09) can be expanded convergently in the 
range of integration as a series in the powers of (r —a)' ascending from (r — a)‘. 
Termwise integration involves Lommel] Functions. Asymptotic evaluation of the series 
leads to (10). 

3. Next we prove that the input impedance of the antenna is in effect the residue 
of A (uw) at w = 1/,, viz. 


Z(0) = aie x /# Res A (3/,). (13) 


(In this formula y stands for the permeability of the medium.) 

Note that, while A (w) has so far been viewed as a function of yu, it is in addition 
a function of parameters considered fixed in the treatment of the problem, viz. the 
antenna angle 6), and y a, and that, therefore, the value of Z (0) depends upon these, 
also. Furthermore, (13) will express the actual impedance only after return from real 
positive y to real positive & in the sense of (3). 

To prove (13), we first calculate the voltage V (r) between the cones [boundary 
condition III; w = —jyc by (3)], obtaining the following representation — by use of 
(4b) for r < a, and by use of (9) — 

1 s)he oe re (log tan 3 sinh y r — 
aie “y di sy 
— 55 (0) Pe [mA (u) P-ten (cos %) Ho" Ly (yr) di. 
L 
In the limit r — 0 the first term goes to zero. From (10) and our knowledge of the loca- 
tion of the singularities of A (u) it follows that the integral in the second term can be 
closed by a great semicircle on the right halfplane, without affecting its value, and that 
there is but one residue, at the point ~ = 1/,. As r— 0, therefore, we obtain 


V(0) =i (0) | Res A (1/5). 


That 7 (0) is the input current has been stated in connection with equations (4), 
but it can be proved only in the light of our knowledge about the transform function 
derived in the present section. By Ampere’s law 7 (0) should be lim 2 zr sin 6) H, (r, 4 ), 


r—>0 
where H, (r, 09) is calculated from its representation for the region B. The first term 
in (4b) leads to exactly 2 (0). The term involving the integral is, except for a constant 
factor, 


. “aged M’-4+ (cos 40) , 
lim r” |u A (u) P_y,, (08 9) at (cos Oo) LH (y r) du. 


r—>0 L 


The integral can again be closed on the right. The ratio M’_ ne (cos 0,)/M_ 14 p (COS 64) 


has poles at + (ay, m (9), where 44, m (9), m= 1, 2, 3 ..., are the numerical values, 
arranged in order of increasing magnitude, of the irrational simple zeros* of M_,, , 


(cos 5), which all lie on the real axis symmetrically about = 0, since M_ ee (cos 4,) 


* In addition to these, M_hip (cos 09) possesses simple zeros at the rational numbers uw = 
=+(2n+%), n=0,1,2..., a8 follows from the function’s definition in section III and from 
the properties of Legendre polynomials. But the ratio M’/M appearing in the integral above 
is finite at those values of yu. 
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is even in uw. These numbers are known, and jtyg,m (99) > 1/2 for all m and | 9o| aa le: 
Thus the integral has residues at the points wy = 1/5, +ép,m (Oo), m = 1,2,3... but as 
r — 0 all these terms go to zero. Thus # (0) is indeed the input current, and the validity 


of (13) is established. 


V. The Dual Integral Equations 


These are the result of enforcing boundary condition (I), and the part of (IT) which 
asserts the continuity of H, (r, 6) across 0 = 0, for r= a. The first condition leads 
directly to the result that the integral in (11) equals zero when r <a. The second 
condition is used by setting the discontinuity of H,, across 6 = 4, calculated by (4a, b) 
with the use (9), equal to zero, when 7 2 a. Thus one gets 


ra:0= [mA (u) (wt — 4a) P_gyy (008 80) Ly (v7) de, (14) 
i 
: ° A (4) COS % BL 
r>a:0 =| Haag (eos Gay Je (7) Ae (15) 
VE, 


The factor cos zw stems from the Wronskian of P_ mee and M_ hiw which arises 


in the calculation. 

The integrand of the first integral equation, (14), is entire in w. Moreover, its absolute 
value has the asymptotic behavior (r/a)" as Re 4 —> + oo, and grows beyond all bounds 
as Re u—> — oo. When Rew is finite and |t|=|Imy|— oo, the integrand decays 
algebraically like |r |-1. 

These properties follow from (10) and from a knowledge of the asymptotic values 
of I, (x) and K,, (x) as |u| — oo: thus, I, (x) ~ (/2\"/I (1 + uw) if wis large, and there- 
fore J, (w) is very small in Re 4 oo, very large in Re u— — o. If Rew is finite, and 


tT-> + oo, its behavior is already given in (8); furthermore 
ALA ifze L (x) 
K,, (x) <P aiiz 9 eu when Re i ae ia OO, 


m sith (16) 
[Kr @)~, @ ||<|% when Im p=1-> £00. 


Now, in (14), 7 <a and therefore LZ can be closed by a great semicircle to the right 
without changing the value of the integral. Since the integrand is free of poles, the 
integral equation (14) is hereby formally satisfied. — 

As regards (15), the stituation is more complicated. The function M_ 114, (COS Oo) 


has simple zeros at w= + (2+ 1/2), + Uagm (Oo), 2 = 0,1,2...,.m=1,2... The 
effect in (15) of the first set of zeros is cancelled out by cos z uw. Thus the integrand 
in (15) has poles at w = +1/, and at w= + Mp.m (Oo), + atm (9p): 


We note at this point that up,,, (09), Matm (90) > 3/2 for all m and all | Oo|< 2/2 
and that it is for this reason that the strip to which L must be confined is — 1/, < Re U< 
<1/,, as we asserted in section 3. 

We may again apply (10) and use the asymptotic values of Kya) tr); eas sy 
(cos 6,5) and M_ +p (COS Oo) as || co, in order to study the growth of the integrand 
in (15) on the y plane. We find that this integrand grows beyond all bounds as | Re u|—> 2, 
because now r= a. 

‘To derive the functional equation so characteristic of solving dual integral equations 
by the Wiener-Hopf method, it is necessary that the integral equation conjugate to 
(14) for r = a can be closed by a great semicircle to the left of L. It is therefore clear 
that (15) is appropriate. In view of the fact that in the region r > a the representation 
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by Hankel rather than Bessel functions is proper, in order to enforce the radiation 
condition IV explicitly, it now becomes intuitively clear what modification of (15) is 
called for: since 

t ¥e Tio Tu 
bn PST Shiteaee 


K 


we split the factor of J, (yr) in the integral of (15) as follows 


A“) cos au a O(u) —C (-p) 17 
M_14,(cos@0) ~~ 2 sin wt ; oy 

The modification of the second integral equation is now easily found to be 
tied: 0 = | eC (u) Ky (yr) du. (18) 

L 
The left hand side of (17) possesses poles at w= + 4/o, + p,m (Oo), + Mat,m (9)- 
In addition the factor cos x u contributes simple zeros to this quantity, though only at 
w= + (2n + 3/,),n = 0,1, 2..., because the others are cancelled out by the zeros 
of M_y, » (COS Oo) at uw = + (2+ 4). Therefore 

nw=0,1,2...: C(—n)=C (n), C(— 2.2 — 3/,) = C (2 + 3/,). (19) 


To determine the behavior of C (u) at other values of ~, we use the expression for 
this function in terms of the boundary values of the field, viz. 


sin9) coshyr dr 


Oi = V2 IL, On) — RT ) (20) 


This relation is derived by enforcing (II) as regards H, (r, 0). This quantity is conti- 
nuous across = 6, when r=a, but not when 7 <a. Denoting the discontinuity by 
[H,, (r, 99)], we calculate the representations (4a) and (4b) and use the Lebedev 
theorem. We find 


A(u)cosmm 2a J sin 0 cosh yr dr 
Ge eet 2) ee elt ee es 
0 


and from this (20) follows by virtue of (17). 

The integral appearing in (20) converges on the left halfplane Re u < 1/,, because 
the’ quantity appearing in the braces approaches a finite non-zero value at the lower 
limit [as is seen by inspection of (4a) and (4b) and by applying to these equations the 
known properties of A (mu)°and of the zeros pp,» (9%), Mat,m (9) cited before] and is 
continuous, also, for all other values of the range of integration. 

Thus C (u) is analytic on the halfplane Re u < 1/,, possessing all its singularities 
to the right of that region. It is therefore clear from (17) that C (w) has all the positive 
poles of A (uw) cos x u/M_4+ 4 (cos 6), i. ©. 1 = 1/2; p,m (99): Mat,m (99), and C (— ym) all 
the negative poles. 

One may furthermore show that 


|O(u)|~| Ln (@)/m| as |u[— coin Rew < "fs, (21) 


because the expression in braces in the integral (20) is for physical reasons a continuous 
function in 0 <r < a and can be expanded formally as a convergent series in the non- 
negative powers of 7; the integration can be performed termwise and involves Lommel 
functions [the resulting series is in effect an analytic continuation of C (y) into the plane 
Re =1/,]; the series obtained can be evaluated asymptotically and leads to (21). 
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We return to the integral equation (18) for r = a. It is now easily established that L 
may be closed by a great semicircle to the left, without changing the value of the inte- 
gral. Since this encloses no singularities, this integral equation is hereby also formally 
satisfied. 


VI. The Functional Equation and its Solution 


We may now construct out of A (uw) and B (w) two functions, D (1) and # (u) which 
are analytic on overlapping right and left halfplanes, respectively, as follows: 


D(u) = u(E —H*) A () Pye g (C08 0) (y a/2)0 (1 +m) (22) 


B (u) = 6 (uw) (y a2" (1 — py). (23) 


In view of our knowledge of the location of the singularities of A (mw) and C (mu), and 
in view of (10), (21) and the auxiliary formulas (8) and (16), D (wu) is seen to be analytic 
on aright halfplane Re « > — a, where a is any finite positive number, and its absolute 
value approaches a constant value as || -> co in this halfplane; and # () is found to be 
analytic in the left halfplane Re ~ <1/, with algebraic decay 1/u there. 

By virtue of (17) there is a relation between these two functions, viz. 


1 
(i z p2) P44 (cos 60) M_444, (cos 60) nine ind See | 
2 cos % Mu E(u) (ea ray BH). (24) 


D(u) = 


The solution of this functional equation hinges on the ability to reformulate it such 
that each side of the resulting equality is analytic and of decay in a left and right 
halfplane, respectively, these halfplanes having a strip or a line of overlap. Hence the 
equality, valid only on the overlap, defines analytic continuations of a function free 
of singularities on the whole uw plane and zero at the point at infinity, i.e. it defines 
zero. 

Because H (— mw), which like D(u) is analytic on the right halfplane, appears in 
(24), it is not easy to isolate the terms analytic on the respective halfplanes. The diffi- 
culties at this point are a direct consequence of the need for splitting A (uw) according 
to (17), which in turn is caused by the need to represent the field by Hankel functions 
when 7 = a, and they are all due to the second term on the right hand side of (24). 
This term, as a matter of fact, decays on a right halfplane, and but for the poles at 
w=n+1,2n+7/,,n=0,1,2..., due to (1 — wu) and 1/cos x uw, resp., it would be 
analytic there. 

Thus it becomes necessary to extract from this term a meromorphic series of partial 
fractions, a series of Mittag-Leffler type, with the same poles and residues, and to 
transpose the remainder. But the residues contain # (— n—1) and H (— 2— 8/,), 
n= 0,1,2..., resp., and these numbers are unknown. Hence the solution E (uw) of the 
functional equation becomes a representation in terms of its own values at a discrete 
set of points, and simultaneously an infinite system of homogeneous linear equations 
for these values. 

At this point it is possible to proceed in various ways, of which we mention the fol- 
lowing. The factor citi (cos 65) M_y, , (cos 9) (2/4— w?)/2 cos x w of the bracket in 
(24), which is even in yw, can be split up, the denominator by the Weierstrass formula 


for the /’functions, the product of Legendre functions by means to be discussed presently, 
into the form 


P(s— a) P (u, 00) 0 (5+ w) T (—p, 6). (25) 
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We note that P_ fip (COS Oy) M_ 44, (COS 4) is an even entire function of « of order 
one. It can therefore be represented as an infinite product in terms of its zeros u = 
= + MP,m (90), + Mat,m (99), + (22+ 3/,),m—=1,2...,n = 0,1,2... This product can 
in fact be split into six separate infinite products, each in itself an entire function of 
order one, by separating each of the above six groups of zeros. We collect these into 
2 factors: one with all the positive zeros, the other with all the negative zeros. Hach factor 
of triple infinite products is of order one. In fact its asymptotic growth can be deter- 
mined, as is known from the theory of entire functions, from a knowledge of the location 
of the large zeros. The asymptotics of the wp, (9) and jas,m (99) are given in reference’. 
We shall not go into details here and refer to Karp! and Meier". 

Knowing these growths, and applying Stirling’s formula to the I’ functions in (25), 
we split the quantity (!/,— ?). ieee » (COS 4p) ieee (cos 9))/2 cos a wu in such a way 
that the first factor in (25) contains all the positive zeros and poles, the second all the 
negative ones, and find that these factors in (25) would then have the growth 


72 et F(Go)p / lt Seon 


|e | 
The upper sign applies to the first factor, the lower to the second. Here 


F (6) =5 + 5¥(4)—(¢ —%) (4. 0) —¢ —t0g (5 —%| + 


6 3 60 
+ & [@s (6) —v(Z) —log I, (26) 
y being Gauss’s psi function, C Kuler’s constant, and 
Sain! I y[ 1 2 7 
Gy (9) Sadeent # = a 60 ‘ra ? Ge (40) ene | m (x — 00) a ; an) 


These two series are absolutely convergent. 

Since the functional equation (24) is to be solved for D(u), H(u), which are of 
algebraic growth in their respective halfplanes of analyticity, it would be desirable 
to split (#/, —?) Tee 1 (COS Op) My, , (COS M)/2 cos x into factors which also have 
algebraic growth. This is accomplished by the simple device of including in 7’ (y, 9) 
in (25) the factor e*”), and including e"" in J (— mu, 4). 

We now state the result of these calculations: 


(yy ctl 
Dz 


Tu; 05) =| P24 (008 0.) M_x (cos 4,)/ cit are ah Godex 
ARs 
99 Lu yee EE, So, Lh ee al eae Sea 2 
Rete : ae ters star ne 0, 
& eit Mp, m (90) cere. | A) rire ae | co 
| (& Fw) T (+ pm, %)|~ | |*as| | coin Rew S$ + 5. 22) 


After dividing 7 (— yu, 9) I’ (2 + ) across to the left hand side of (24) and trans- 
posing the part of the second term of the right hand side which is analytic and of decay 


9 Siehe FuBnote 1 auf S. 141. 

10 §. N. Karp: Natural Charge Distribution and Capacitance of a Finite Conical Shell, 
New York Univ. Inst. Math. Sciences, Electromag. Div., Report EM-35 (1951). 

1 J, A. Meier: Biconical Antenna, Dissertation, Mich. State University (1956). 
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on the right half uw plane, the resulting relation is an equality between analytic and 
algebraically decaying functions (the decay is like ~~”) on overlapping halfplanes 
(the overlap is —1/, < Re w < + 1), i.e. each side is zero. We obtain thereby the solution 
of the functional equation, viz. 


aD Pl, — bm) T (u, 9) # (wu) = (30) 
Bat Dy T (n + 1, 00) (ya/2)2"+? HB (—n — 1) v7 __ 2 (2n + 8/2, 00) (ya/2)42 +3 H (—2n—8/2) 
2 eal YIP Oh + 2) (en = 7) mi, (20 + 3/2) F (2m + 5/2) (2)! (u — 20 — F/a) * 


VII. The Infinite System. The Input Impedance 
Equation (30) defines H'(w) only if the numbers H (— n —1), H (—2n — /,) are 
known. By setting u equal to —/ — land — 2/1 — 3/,,J = 0,1, 2 ..., in (30), we obtain 
an infinite system of homogeneous linear equations for these numbers. 
In writing down this system it is convenient to introduce the function 


Lt, 90) (ya/2)?» B (—p) 


TN 
SMD PRN ate ok 
and the system then becomes: 
i T (ui, 6 =) 
ye—* pT (y) (ai® — Ja) L (gr — 8a) eg (2A) (a) + 
+ FAweD yp Hentm 9 gy 


a tnt — m+ 2n+3/s 


n=90 
where yy == 1 ed 2) + 8 and be O 0 TD. os 


The expression (13) for the input impedance can be directly put into the form in- 
volving the roots of this system: for, it follows from (17) and the properties of C (x) 
discussed in section V that 


[ 


ELA 


Res A (#/,) = 4 


M—¥ +n (cos 60) 
COS 7% ML 


lim 


> 


similarly from (23) that 


| hesC 2/5) = (log tan 3) Res GCs) 


es C (2/5) == \2/x ya Res E (2/,), 


and finally, from (30), we derive the formula 


Zi Vas log tan (80/2) » 2H (n +1) — A (2 0 + 2s) 


(ya/8x)% U (00) Qn+1 , (33) 


n=0 
where 
U (65) = Res [1/T (z, 9)] 

= I (/4) 2/42) |'y a P_4 (cos 05) M_4 (cos 0) e)¥ (9) — (AW (A) yg 


1 


is : Meee 1 cue UNS 
Lar) = || LT aaa) He |, 


m=1 m=1 


x 


The infinite system (32) is homogeneous. As a consequence, one of the unknowns 
cannot be determined from an inversion of the system. One may proceed in several 
ways to determine this quantity, all of them connected with the fact, implied in boun- 
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dary condition IT, that the field must be continuous r = a when 6 + 6,. There are two 
representations for the field components at the surface r = a, one in terms of A (uw), one 
in terms of C (uw). We calculated the voltage V (a), rather than any one of the field 


components themselves (since this leads to integrals with a lesser number of residues) 
and found the formula 


(log cot 09/2) cosh ya—a \/e/wsinh y.a:Z (0) = (35) 
= —|8ata LP (2m + %e) (2m)! T (—20— 4p, 6) Kany, (y 4) H (20+ %),). 


Together with (33) this constitutes a linear system for Z (0) and the single remaining 
normalizing factor for the solutions of (32). It is to be noted that the actual calculations 
with these equations must be performed after return to real & in the sense of (3). Thus 
it follows that (35) breaks down for this purpose when cos ka = 0, i.e. when ka is an 
odd multiple of z/2. In this case, however, enforcing the continuity of 


a — Oo 
[r H, (7, 6) 40 


0 


across r = a leads to a similar formula, viz. 


(log cot 6)/2) - sinh ya —x Velu cosh ya-Z (0) = (36) 


dx 


n=0 x=Ya 


= —8na S'T(2n+4/,) (2n)! T(—2n — Jo, 8) Es 2! Kons», (x)| H(2n+%)), 


which can be used for the same purpose. We note, further, that (35), (36) can be 
used to determine Z (0) and the normalization of the numbers H without use of (33). 


(Received, June 1, 1959) 


Beitrag zur Spannungsmechanik bei behinderter Verformung* 
Von K. Létseh, Wien 
Mit 16 Textabbildungen 


Zusammenfassung: An zehnfach linear vergréBerten Kerbschlagproben vom Charpy- bzw. 
Schnadt-Typ wurde bei elastischer und bei plastischer Beanspruchung der Einflu8 der Kerb- 
scharfe, der Probenbreite und der Probenform auf die Spannungsverteilung im Kerbquerschnitt 
versuchsmafig ermittelt und zur Ermittlung des Mehrachsigkeitsgrades ausgewertet. Bei 
plastischer Biegung wurde der Forminderungsverlauf am Kerbgrund festgestellt und nach 
der Gestaltiinderungshypothese die Anderung des Hauptnormalspannungsquotienten mit zu- 
nehmender Plastizierung abgeleitet. Es ergab sich, da8 im Ubergangsgebiet. elastisch-plastischer 
Formiinderung infolge plastischer Verformungsbehinderung eine Verscharfung des Spannungs- 
zustandes gegeniiber jenem bei rein elastischer Formanderung erzwungen wird. Auf Grund 
der Untersuchungsergebnisse wird die Frage der Kennzeichnung des Raumlichkeitsgrades der 
Kerbwirkung durch eine, zu einer bestimmten Probenform gehorigen Mehrachsigkeitszahl be- 
handelt. 


In den letzten Jahren hat sich die wissenschaftliche Materialpriifung erneut und 
in verstirktem Ausma8 mit dem Verhalten der Werkstoffe bei behinderter Form- 
anderung beschaftigt. In der Hauptsache wird dabei der Werkstoff an gekerbten Probe- 


* Mitteilung aus der Technischen Versuchs- und Forschungsanstalt an der Technischen Hoch- 
schule Wien. Vorstand o. Prof. Dr. A. Slattenschek. 
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staben, seltener auch an dickwandigen Rohren, untersucht. Von allen, sehr zahlreichen 
Priifverfahren mit gekerbten Probestében hat die Kerbschlagprobe* die weiteste 
Verbreitung gefunden; ihre Bedeutung wurde in letzter Zeit besonders hervorgehoben, 
weil der Kerbschlagversuch in Werkstoff-Normen (z. B. DIN 17100) als verbindliches 
Priifverfahren zur Beurteilung der Sprédbruchneigung der Stihle eingefiihrt wurde**. 
Die Bewertung der Kerbschlagprobe als technologisches Priifverfahren zur qualitativen 
Untersuchung des Verhaltnisses von Werkstofftrennwiderstand zum Werkstoffgleit- 
widerstand (fiir den vorliegenden Spannungszustand und die spezifische Verformungs- 
geschwindigkeit) ist keineswegs neu, sie geht vielmehr bereits auf die Arbeiten 
P. Ludwiks! aus dem Jahre 1924 zuriick. Seither wurde aber, bis in die jiingste 
Zeit, diese Bedeutung der Kerbschlagprobe oft nicht anerkannt und ihre Anwendung 
auf eine Kontrolle des Warmebehandlungszustandes, ihr Wert auf den einer ,,Studien- 
probe“ beschrankt. 

Uber die Art der Beanspruchung des Werkstoffes im Kerbquerschnitt der Kerb- 
schlagprobe und iiber die dort auftretenden Spannungen gaben erst Untersuchungen 
der letzten Jahre teilweisen AufschluB. 

Im Bereich eines jeden schroffen Uberganges von Querschnitten unterschiedlicher 
GréBe entstehen Spannungen o, und os, die in der Ebene senkrecht zur Hauptspannungs- 
richtung o, wirken. Diese Spannungen werden dadurch verursacht, da die héchst- 
beanspruchten Raumelemente am Kerbgrund entsprechend der GréBe der Haupt- 
normalspannung o, und der Querzahl m kontrahieren wollen, daran aber von den 
weniger hoch beanspruchten benachbarten Raumelementen an den Kerbflanken mehr 
oder weniger gehindert werden. Als Folge dieser behinderten Formanderung entstehen 
Spannungen o, und os, ihre GroBe ist bei gegebenem Kerbquerschnitt vom Kerbradius, 
von der Kerbtiefe und vom Kerbwinkel abhangig. Bei Behandlung der Art der mehr- 
achsigen Spannungszustande, die durch diese Formanderungsbehinderung erzwungen 
werden, ist weniger der ziffernmaBige Wert der Hauptnormalspannungen von Interesse 
als vielmehr deren Quotienten o2/o, und o3/01. 

Mathematisch strenge, dreidimensionale Lésungen fiir gekerbte prismatische Biege- 
stabe liegen derzeit nicht vor. Die von H. Neuber? behandelten Falle raumlicher 
Kerbwirkung beziehen sich nur auf rotationssymmetrische Kerbstibe und auf be- 
stimmte Kerbprofilformen. Die Kerbspannungslehre nach H. Neuber erlaubt keine 
genaue Berechnung der Spannungsverteilung im Kerbquerschnitt der Kerbschlagprobe. 

Aus den Versuchen von G. Fischer’, der an gekerbten, schmalen Biegestaben 
Verformungsmessungen an den Breitseiten durchfiihrte, ist bekannt, daB neben den 
Biegespannungen o, in Richtung der Stablingsachse auch Spannungen o; senkrecht 
dazu in Richtung der Biegekraft (Stabhéhe) auftreten. Spannungen o, in Richtung 
der Kerbachse (Stabbreite) wurden von G. Fischer nicht gemessen. 

K. Kléppel?* teilte 1951 Ergebnisse von elastischen Feindehnungsmessungen an 
emer DVM-Modellprobe mit, wobei am Kerbgrund auch Formanderungsmessungen 
in Richtung der Probenbreite (Kerbbohrungsachse) durchgefiihrt wurden. Die Me8- 
ergebnisse bestatigen, da8 am Kerbgrund ein ebener, zweiachsiger Spannungszustand 


* nach DIN 50115. 

** Dazu ist jedoch zur zuverlassigen Differenzierung verschiedenartiger Stihle die Aufnahme 
von Kerbschlagzihigkeits-Temperatur- oder Kerbschlagzihigkeits-Kerbschirfe-Diagrammen er- 
forderlich. “ 

+ P. Ludwik: Uber die Bedeutung der Elastizitatsgrenze, Bruchdehnung und Kerbzahigkeit 
fir den Konstrukteur. Z. Metallkde. 1924. 

25 He Neuber: Kerbspannungslehre, 2. Auflage, Berlin/ Gottingen/Heidelberg, Springer 1958. 

° G. Fischer: Kerbwirkung an Biegestiben, Berlin, VDI-Verlag, 1932. 

* K. Kléppel: Werkstoffmechanik und Sicherheit geschweiBter Stahlkonstruktionen. 
Schweifen und Schneiden, Sonderheft November 1951, 8. 81/89. 
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mit ortlich unterschiedlichen Verhaltnissen o,/o, der beiden Hauptnormalspannungen 
auftritt. Von o,/o, = 0 an der Kante zur Seitenfliche, zur Mitte der Probenbreite 
ansteigend, wurde in der Breitenmitte ein Wert von o,/c, = 0,281 festgestellt. Auch 
die Langsspannung o, war tiber die Probenbreite nicht gleich groB, die Formzahl ax 
stieg von 1,88 am Rand auf 2,6 in der Mitte der Probenbreite. Aus den Mefergebnissen 
folgerte K. Kléppel, daB die DVM-Kerbschlagprobe den dreiachsigen Zugspannungs- 
zustand, wie er in geschweiBten Konstruktionen auftritt, nicht wiedergiabe. 

A. Krisch® fithrte 1950 Versuche zur Ermittlung der Spannungsverteilung an 
Kerbbiegestaben durch, die am Kerbgrund einen MeBraster besaBen und die im Schlag- 
versuch verschieden stark plastisch gebogen wurden. Fiir den Hauptnormalspannungs- 
quotienten o,/o, ergab sich bei breiten Proben etwa 0,5 als GroBtwert ; mit abnehmender 
Probenbreite verkleinerte er sich. Von A. Krisch wurde die Vermutung ausgesprochen, 
daB o,/o, im elastischen Bereich einen Gré&twert besitzt und bei plastischer Verformung 
kleiner wird. 

H. A. Lequear und J. D. Lubahn® untersuchten 1954 die Verformungs- 
verhaltnisse am Kerbgrund von statisch gebogenen V-Notch Charpy Kerbschlag- 
proben mit 45° Kerbwinkel und 0,5 mm Kerbdurchmesser. Die genannten Autoren 
fanden einen geradlinigen Zusammenhang zwischen Biegewinkel und Langsverformung 
am Kerbgrund, und zwar angenahert 10°, Langsverformung pro 1° Biegewinkel. Mit 
einem MeBraster am Kerbgrund wurden ferner die Formanderungen ¢, in Probenlaings- 
richtung und die Formanderungen ¢, in Richtung der Probenbreite am Kerbgrund 
fiir verschiedene Biegewinkel niherungsweise gemessen. Nach Lequear und Lubahn 
ergab sich in Probenmitte ein Quotient ¢,/e, = —-0,028, woraus sie ein Hauptspannungs- 
verhaltnis o,/o, = 0,48 errechneten, die entsprechenden Werte fiir eine Mefstelle nahe 
der Seitenflache betrugen hingegen 


€2 02 


92-0 .2 7 ood. =a O27. 
El O71 

Von A. Kochendérfer und Chr. Rohrbach’ wurde 1955 iiber elastische 
Messungen an besonderen, dem Schnadt-Typ ahnlichen Kerbbiegeproben berichtet. 
Aus Messungen an der Oberfliche wurde unter vereinfachenden Annahmen auf die 
Verteilung der: Hauptspannungen o,, o, und o, im Kerbquerschnitt geschlossen. Die 
Ergebnisse zeigten, daB die x-Werte* im Kerbquerschnitt ortlich sehr unterschiedlich 
sind. Die Messungen erstreckten sich nur auf den elastischen Bereich. 


5 A. Krisch: Spannungsverteilung in Kerbschlagproben. Arch. Eisenhiittenw. 21 (1950), 
S. 403/11. 

§ ae A. Lequear u. J. D. Lubahn: Verformung in einer Kerbschlagbiegeprobe mit 
V-Kerb. Weld. Res. Counc. 1954, 8. 585/88. 

7 A. Kochendorfer u. Chr. Rohrbach: Kennzeichnung der Sprédbruchneigung durch 
Messung der Flie8spannung, Rei®spannung und Bruckeinschnirung an dreiachsig beanspruchten 
Proben. Arch. Eisenhiittenw. 26 (1955), 8. 213/29. 


* Zur Beurteilung des Grades der Mehrachsigkeit eines Spannungszustandes kénnen folgende 


Groen verwendet werden: 
" on 
a) der Hauptnormalspannungsquotient |<, 


vernachlassigt (Annahme nach O. Mohr). 


b) der Quotient —, wenn o, die Vergleichsspannung der Gestaltanderungshypothese ist. Der 
otient 4 1 
pie = = cela ) (, Gy)? + (02 — 3)? + (0, — 95)? 


wird nach H. M. Schnadt als a-Wert bezeichnet. 
f he 1+ 6; + 6s 
c) der ,,constraint factor ¢ = ee 


O1 
Uber die Brauchbarkeit dieser ,, Mehrachsigkeitszahlen“ besteht derzeit noch keine durch Versuchs- 
werte begriindete Klarheit. 


wenn man die mittlere Hauptnormalspannung o, 
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Von M. Ch. Bonvalet und M. G. Gobulovic® sind 1956 die elastischen 
Spannungsverteilungen in der UF-Probe (I[SO-Probe nach DIN 50115) und in Spitz- 
kerbproben vom Charpy-Typ (Kerbdurchmesser 0,5 mm Kerbquerschnitt [10 8] mm*, 
Kerbwinkel 45° und 90°) auf photoelastischem Weg dreidimensional nach der Einfrier- 
methode festgestellt worden. Die bemerkenswerten Untersuchungen fithrten zu folgen- 
den, in diesem Zusammenhang wichtigen Ergebnissen: 


a) Im Kerbgrund herrscht ein ebener Spannungszustand, Raumelemente unterhalb 
des Kerbgrundes sind dagegen dreiachsig auf Zug beansprucht. Der z-Wert ist 6rtlich 
sehr verschieden. 


b) Bei der ISO-Probe steigt die Formzahl a, vom Rand mit 1,1 auf 1,57 in Proben- 
mitte an. Der Hauptnormalspannungsquotient o,/0, ist in Probenmitte gleich 0,295. 
Der z-Wert am Kerbgrund in Mitte der Probenbreite betragt 0,89 und sinkt fiir Raum- 
elemente unterhalb des Kerbgrundes rasch ab. Die Spannung o;, wirksam im Kerb- 
querschnitt in Richtung senkrecht zum Kerbgrund, ist im Mittelschnitt 2,9mal so 
groB wie an der Seitenflache, die einer mechanischen Messung allein zuginglich ist. 


c) Bei der Charpy Spitzkerb-Probe steigt die Formzahl ax von 3, am Rand nahe 
der Seitenflache, auf 4 im Mittelschnitt. Das Spannungsverhaltnis o,/o, betragt am 
Kerbgrund in Breitenmitte nur 0,15, der x-Wert ist dort 0,93. Die Spannung oz ist 
im Mittelschnitt 2,9mal so groB wie an der Seitenflache. 


Aus diesen Untersuchungen kann zusammenfassend festgestellt werden: 

Im Kerbquerschnitt ist der Werkstoff drtlich sehr verschiedenen Spannungs- 
zustanden und Verformungsgeschwindigkeiten ausgesetzt. Der mehrachsige Zug- 
spannungszustand in Raumelementen knapp unterhalb des Kerbgrundes erzwingt eine 
je nach Werkstoffart mehr oder weniger bedeutende Verminderung der Formanderungs- 
fahigkeit des Werkstoffes. Durch die hohe Verformungsgeschwindigkeit am Kerbgrund 
(nach den angefiihrten MefSergebnissen® an der V-Notch-Probe in der Gro8enordnung 
von 105% pro sec.) tritt eine FlieSverz6gerung und dadurch eine Erhéhung des Gleit- 
widerstandes auf. Mehrachsigkeit des SSpannungszustandes und hohe spezifische Ver- 
formungsgeschwindigkeit fiihren zu einer Verformungsbehinderung. Die Bean- 
spruchungsverhaltnisse in Kerbschlagproben werden zusitzlich durch die wellen- 
formige Ausbreitung von Spannung und Formanderung bei Schlagbeanspruchung 
noch verwickelter. 


Bei Behandlung der Spannungsverhialtnisse in prismatischen Kerbbiegeproben 
erscheinen zur Zeit noch mehrere Fragen ungeklirt oder nur teilweise beantwortbar 
zu sein, so z. B. die Veranderlichkeit der Querspannung o, mit der Kerbscharfe und 
mit der Probenbreite. Ferner scheint die Kenntnis der Anderung der Beanspruchungs- 


zusténde am Kerbgrund beim Ubergang vom elastischen in den plastischen Form- 
anderungsbereich bedeutsam zu sein. 


Im folgenden wird tiber Versuche berichtet, die 1954/55 durchgefiihrt wurden und 
deren Ergebnisse Beitrage zur Beantwortung dieser Fragen brachten. 


I. Probekérper und Versuchsdurchfiihrung 


Es wurden statische Biegeversuche an 10fach linear vergroBerten Kerbbiegeproben 
vom Charpy- und Schnadt-Typ durchgefiihrt. Die Kerbbiegestibe, deren Abmessungen 


: M. Ch. Bonvalet u. M. G. Gobulovic: Etude comparative de l’état de constraintes 
des éprouvettes de résilience avec entaille en U et entaille en V par la photo élasticimétrie tri- 


dimensionelle. Annales de institut technique du batiment et des travaux publics. Octobre 1956, 
Neuvieme Année Nr. 106. 
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aus Abb. 1 zu ersehen sind, wurden aus einem beruhigt vergossenen Baustahl hergestellt, 
der in Form von Zaggeln mit Querschnittsabmessungen von (120 x 120) mm? vorlag*. 


A. Chelpy ‘ 


B. Sthiiat 


Gy, 5007 
ei 27 


Probentyp 
Charpy Schnadt 


Abb. 1. Probenformen und Belastungsanordnung bei den statischen Biegeversuchen. Stiitzweite Ls 
durchwegs 400 mim 


Der Versuchswerkstoff besa die in Zahlentafel 1 angefiihrten Kennziffern bei Priifung 


im Norm-Zugversuch: 
Zahlentafel 1. 
Festigkeits- und Formdnderungskennwerte des Versuchswerkstoffes 


obere 20,8 kg/mm? afr 42,4% 
Streckgrenze og aha | ies kena? Bruchdehnung 3. 35,197 
Zugfestigkelt op 37,7 kg/mm? Bruchciuschniirung 70% 


ReiBfestigkeit sp 84,0 kg/mm? 


* Das Versuchsmaterial wurde von der Oesterr. Alpine-Montangesellschaft zur Verfiigung 
gestellt, wofiir besonders gedankt wird. 
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Die Kerbbiegeproben besaBen im Bereich des Kerbquerschnittes feingeschliffene 


Oberflachen. Die in Abb. 1 mit C2 bez 


Abb.2. Kerbbiegeprobe nach H.M.Schnadt 
mit Askania-FeindehnungsmeBgebern 


eichnete Probe entspricht annaihernd der Spitz- 
kerbprobe des II[W (Internat. Inst. Welding), 
die mit C4 bezeichnete Probe der DVM-Probe 
nach DIN 50115. 

Verformungsmessungen im Bereich elasti- 
scher Formainderungen wurden an allen Proben 
durchgefiihrt, Versuche bei plastischer Biegung 
hingegen nur an den Proben C2, C4, C5, C6, 
S82 und $4. 

Zur Feindehnungsmessung am Kerbgrund 
und an den Seitenflachen fanden induktiv- 
elektrische ,,Askania‘‘ DehnungsmeBgerate mit 
einer MeBlange von 0,83mm, 2mm und 5mm 
Verwendung. Zur Deformationsmessung am 
Kerbgrund wurde ein Geber mit besonders 
langen MeBspitzen versehen, wie Abb. 2 zeigt. 
Ferner wurden Dehnmefstreifen der Type 
Philips PR 9214 verwendet, die am Kerbgrund 
und an den Seitenflichen aufgeklebt wurden. 


II. MeSergebnisse fiir den elastischen 
Beanspruchungsbereich 


Formanderungsmessungen an der Proben- 
oberfliche wurden punktweise in den drei 
Hauptdehnungsrichtungen X, Y und Z (Abb. 1) 


durchgefiihrt. Fiir die im folgenden angefiihrten Ergebnisse bezeichnet die Haupt- 
richtung X die Richtung parallel zur Probenlangsachse (w-Achse), die Hauptrichtung Y 
die Richtung parallel zur Probenbreite (y-Achse = Kerbbohrungsachse) und die 
Hauptrichtung Z die Richtung in Probenhdhe (z-Achse = parallel zur Biegekraft). 
An der Probenoberfliche liegt stets nur ein ebener Spannungszustand vor, aus den 


vellemlache 
de Frobe 
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Abb. 3. Verteilung der Hauptdehnungen éx, €y, €g und der Hauptnormalspannungen ox, oy, oz 
im Kerbquerschnitt (schematisch) 
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Formanderungen an einem Mefpunkt ist die Berechnung der Hauptspannungen o, 
und o, baw. o, und o, méglich. Auf sie wird in der Hauptsache Bezug genommen. 

In Abb. 3 ist der grundsatzliche Verlauf der Dehnungen im Kerbgrund entlang der 
Linie AMB sowie an der Seitenfliche der Probe entlang der Linie AC schematisch 
dargestellt. Ebenso ist der Verlauf der aus den Dehnungen errechneten Haupt- 
normalspannungen o;, o, fiir den Kerbgrund AMB und der Spannungen o,, 0, fiir 
die Seitenfliche AC eingezeichnet. 

Werden die Hauptnormalspannungen nach ihrer Grofe geordnet und mit o,, 03, 
o; bezeichnet, wobei o, > o,> oy, gilt, so besteht entlang der Linie AMB der Zu- 
sammenhang o, = 01, 0, = 02, 6, = 0; = 0. Entlang der Linie AC der Seitenflaiche 
SM anno == 104, 2==165,. Op 05 = 0: 

Zur Ermittlung der Hauptdehnungen «, und ¢, entlang der Linie AMB wurden an 
zahlreichen Punkten dieser Linie Deformationsmessungen in X- und Y-Richtung 
durchgefiihrt. Die Mefiwerte ¢,, die in Y-Richtung gemessen wurden, sind graphisch 
in X-Richtung dargestellt und zwar als Stauchungen negativ. Im Punkt A herrscht 
wie an jeder Kante ein einachsiger Spannungszustand, der Me8wert ¢«, hat die GroBe 
—e,. Gegen die Probenmitte hin nimmt «, ab. Aus den Hauptdehnungen «¢,, ¢, werden 
die Hauptnormalspannungen o,, o, nach den elastizitatstheoretischen Beziehungen 


mH 
Ox = Fay (ex ™ + 8) 

m (1) 
oF ear aa | (gm + &x) 


unter Beriicksichtigung des Umstandes, da8 fiir die Oberflache o, = 0 gilt, berechnet. 
Die Hauptnormalspannungen o, ergeben sich als Zugspannungen, die in Y-Richtung 
wirken, in Abb. 3 aber graphisch in X-Richtung dargestellt sind. An der Seitenflache 
der Probe treten in Punkten entlang der Linie AC Formainderungen «, in X-Richtung 
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Abb. 4a, b. Verlauf der Hauptnormalspannung ox 1m Kerbquerschnitt von © rb 
stiben. Nennspannung on = 4,9 kg/mm’. Abb. 4a: Verlauf an der Seitenfliche lings der Linie AC. 


Abb. 4b: Verlauf am Kerbgrund lings der Linie AMB 
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auf und Formanderungen ¢, in Z-Richtung. Letztere sind in Abb. 3 wieder in X-Rich- 
tung umgeklappt. Die Formanderungen ¢, sind im Punkt A Stauchungen —we, und 
wechseln in Richtung nach C auf Dehnungen. Die Hauptnormalspannungen o,, 0; 
werden analog nach Gl. (1) berechnet. In den folgenden Abbildungen ist die Lage der 
MeBpunkte durch die Koordinaten Y bzw. Z, jeweils vom Punkt A aus gemessen, 
beschrieben. 

In den Abbildungen 4a und 4b ist die Verteilung der Hauptspannung o, an der 
Probenseitenflaiche und entlang der Probenbreite am Kerbgrund eingezeichnet. Sie 
zeigen, da die Formzahl (ax = o;,/0,) tiber die Probenbreite nicht gleich bleibt; die 
Hauptspannung o;, ist an der Probenseitenfliche, wo 6rtlich (Punkt A) ein einachsiger 
Spannungszustand an der Kante zwischen Kerbgrund und Seitenflache besteht, 
wesentlich kleiner als in der Mitte der Probenbreite, wo ein ebener Spannungszustand 
herrscht. Die gré8te Hauptspannung o, tritt stets in der Mitte der Probenbreite auf. 
Das gilt nicht nur fiir Kerbbiegeproben vom Charpy-Typ, sondern auch fiir solche 
vom Schnadt-Typ. In Abb. 5 sind die Formzahlen ax 4 (Probenseitenflache, Pkt. A) 
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Abb. 5. Formzahlen fir Charpy- und Schnadt-Proben. ag, fiir Punkt A an der Probenseitenfliche 
(einachsig), axjg fir Punkt M am Kerbgrund (ebener Spannungszustand) 


und ax (Mitte der Probenbreite, Punkt M) in Abhangigkeit von der Kerbscharfe h/o 
eingezeichnet. Bei Schnadt-Proben ergaben sich jeweils zwei Formzahllinien aus dem 
Kinflu8 unterschiedlicher Bolzenpassung. 

Wie spater noch gezeigt wird, ist die gréBte Formzahl prismatischer Biegestibe 
neben der Kerbscharfe h/o auch von der Probenbreite abhangig. 


Die Zahlentafel 2 bringt einen Vergleich der gemessenen Formzahlen mit Literatur- 
angaben : 


Zahlentafel 2. 


Formzahl ar 


Probenrand a KA Probenmitte a KM 


DVM-Probe (C4) 


nach K. Kloppel [4] 


nach eigener Messung ........... 


1g) 
1,8 


2,6 
2,4 


nach Bonvalet und Gobulovic [8] 
nach eigener Messung 


tach Onno oO Glo oO 


e)cefia). 9. (919) als) sia) 0) © 


Charpy-V-Notch-Probe (C2) 


3,0 
3,4 


4,0 
4,2 
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_ Auf die Wiedergabe des Verlaufes der Hauptspannung o, fiir die Schnadt-Proben 
wurde verzichtet, es sind keine grundsatzlichen Unterschiede zur Charpy-Probe vor- 
handen. Im 30mm hohen Kerbquerschnitt zwischen Kerbgrund und Stahlbolzen 
wechselt die Normalspannung o, in sehr steilem Gefille vom Gro8twert am Kerbgrund 


oe Nullfaser zu Druckspannungen, in dem in Bolzennihe gelegenen Querschnitts- 
anteil. 


pee aria | 
a 1 0.28 
—e | OT 
S? 
Ser [ase CZ gar 
oh | 
* . 
& we ae 
NS S 
ry ies 
N a re] QE. 
s S| 
Som S : r a 
< < 
S & 
x : 
x S agl 
S N 
. fea 
x Ss C4 
~ 
S & 
x. aS 
N 7 | 
LS 
| < 


A M 


GO 0. WH HO 4 
Abstand y von Fumkt Ania y} 


Abb. 6a, b. Verlauf der Hauptdehnung ey (Abb. 6a) und der Hauptnormalspannung oy (Abb. 6b) 
am Kerbgrund von Charpy-Proben entlang der Linie AMB. Nennspannung on= 4,9 kg/mm? 


In Abb. 6 a ist der Verlauf der Forminderung «, lings des Kerbgrundes ( Y-Richtung) 
fiir die Charpy-Proben dargestellt. Die Kurven zeigen, da8 vom Punkt A ausgehend, 
é, schnell kleiner wird; Raumelemente am Kerbgrund in Nahe der Punkte A bzw. B 
k6énnen wie bei einachsiger Beanspruchung kontrahieren, bei weiterer Annaherung an 
die Probenmitte wird die Querkontraktion als Folge der Kerbwirkung behindert. 

In der Probenmitte M ist die Kontraktionsbehinderung am gro8ten und daher 
die Querkontraktion ¢, am kleinsten. Vergleicht man den Verlauf der ¢,-Kurven fiir 
die Proben C1 bis C4, so erkennt man folgende Gesetzmabigkeit : 


1. Die Querkontraktion ¢«, ist in der Mitte der Probenbreite praktisch unabhangig 
von der Kerbscharfe, sie liegt bei allen Probenformen etwa bei «4 = 0,0025%. Die 
Querkontraktion ist noch nicht véllig unterdriickt. Es ist anzunehmen, da der Zu- 
stand «, = 0 durch VergréBerung der Kerbtiefe und durch Verringerung des Kerb- 
winkels als Grenzfall erreicht werden kann. 

2. Mit zunehmender Kerbscharfe wird die Querkontraktion tiber einen groBeren 
Anteil der Probenbreite in gleichem Ausma8 unterdriickt. Die ¢,-Kurve verlauft fiir 


12* 
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die Probe C1 mit scharfer Kerbe im Punkt MM flacher als bei der milder gekerbten 
Probe C4. 

Die Verringerung der Querkontraktion ¢, ist die Folge des Kinflusses der fast 
spannungsfreien Werkstoffbereiche an den Kerbflanken und fiihrt dazu, da am Kerb- 
grund Spannungen o, in Richtung der Probenbreite auftreten und ferner dazu, dab 
o. gegen die Probenmitte ansteigt, wihrend «, in mehr als der mittleren Halfte der 
Probenbreite fast gleich groB ist (vgl. Abb. 4b). 

In Abb. 6b sind die Hauptspannungen o,, die Zugspannungen sind, als Ordinaten 
iiber den einzelnen MeBpunkten aufgetragen. Fiir die Probenmitte M ist das Haupt- 
spannungsverhiltnis o,/0, = o,/o, eingeschrieben; man erkennt die grundsatzliche 
Tendenz, mit zunehmender Kerbschirfe etwas anzusteigen. Es tiberrascht allerdings, 
daB sich das Spannungsverhaltnis von der Probe C4 (DVM-Probe) mit 0,26 auf nur 0,28 
bei der am scharfsten gekerbten Probe C1 vergréBert. Als Grenzwert fiir véllige Querkon- 
traktionsbehinderung ergibe sich o,/0, =  (Poissonsche Zahl) bzw. o,/o, = m (Querzahl). 

Nach H. Neuber? kann o,/o, nur fiir den Biegestab mit Kreisquerschnitt und 
hyperbolischer Umlaufkerbe berechnet werden: 


bzw. 


Nach Abb. 7, die einen Vergleich der MeBwerte der untersuchten Kerbbiegeproben 
mit den Rechnungswerten fiir die angefiihrte Stab- und Kerbform bringt, ist eine 
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Abb. 7. Hauptnormalspannungsquotient ox/oy bzw. oy/ox fiir Charpy (0) und fiir Schnadt (+). 
Proben am Kerbgrund im Punkt M und Vergleich mit Rechnung nach Gl. (2) 


angeniherte Ubereinstimmung nur im Bereich kleiner Kerbschirfe vorhanden. Die Be- 
griindung hiefiir liegt im unterschiedlichen Kerbprofil und im Einflu8 der Probenbreite. 

Der Umstand, daB bei der Probe C4 ein Spannungsverhiltnis o,/o, = 0,255 erhalten 
wurde, gegeniiber dem Wert 0,28 den K. Kléppel fand, kénnte mit der verschiedenen 
Ausbildung der Kerbflanke erklart werden. Bei der vorliegenden vergleichenden 
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Untersuchung mit 45° Kerbwinkel ist offenbar die Kontraktionsbehinderung kleiner 
als bei der iiblichen Form mit gebohrter Kerbe und 1 mm Schlitz (Schliissellochkerbe). 
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Abb. 8. Verlauf der Hauptdehnung ¢, und der Hauptnormalspannung oz an der Probenseitenfliche 
von Charpy-Proben entlang der Linie AC. Nennspannung on = 4,9 kg/mm? 


In Abb. 8 ist der Verlauf der Formanderung ¢, sowie der Hauptnormalspannung o, 
als Ergebnis der Messungen an den Proben C1 bis C4 dargestellt. Die Formanderung 
€, wechselt bei Entfernung vom Punkt A in Z-Richtung das Vorzeichen und geht von 
einer Stauchung in eine Dehnung iiber. Mit zunehmender Kerbscharfe riickt der Punkt 
mit «, = 0 und jener mit dem Maximalwert von + ¢, immer naher gegen den Punkt A. 
Bei der Probe C1 ist dieser, entlang einer endlichen Strecke stattfindende Wechsel 
von Stauchung und Dehnung kaum mehr erkennbar. Infolge des groBen Gefalles, mit 
dem sich die Formanderung «, in ganz kleinen Bereichen verandert, ist auch die punkte- 
weise Spannungsermittlung erschwert. 

Der in Abb. 8 dargestellte Verlauf der Hauptnormalspannung o, entlang der Linie AC 
zeigt ebenfalls die Tendenz, daf mit zunehmender Kerbscharfe der Punkt mit der 
gréBten Hauptnormalspannung o, gegen A riickt. Dies ist auch nach der Kerbspannungs- 
lehre zu erwarten; nach ihr errechnet sich fiir den Abstand Z* des Punktes mit der 
gréBten Hauptnormalspannung o, vom Punkt A 


h 
h rae 
Z* = > =|) - (3) 
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sowohl fiir den Fall ebener, als auch fiir jenen raumlicher Kerbwirkung bei Biege- 
beanspruchung®. Zumindest fiir die Proben C3 und C4, fiir welche die Gl. (3) Werte 
von Z* = 3,7 mm und Z *= 5,9 mm ergibt, kann festgestellt werden, daB der Versuch 
an der prismatischen Probe gesichert kleinere Abstande Z2* ergab, wie aus Abb. 8 zu 
ersehen ist. 

Nach der Kerbspannungslehre errechnet sich der Hauptnormalspannungsquotient 
o,/, fiir den Fall ebener Kerbwirkung durch Biegung am Flachstab mit hyperbolischer 
Kerbe und unter Beschriinkung auf den im Abstand Z* gelegenen Punkt: 

h 
1% _ 70 (4) 


Einen Vergleich zwischen den gemessenen und errechneten Hauptnormalspannungs- 
quotienten o,/o, gibt die Zahlentafel 3. 
PAilentatel os An der Spitzkerbprobe ist der tiber- 
haupt groBtmoégliche Wert von 0,5 bereits 
Hauptnormalspannungsquotient o,/o, erreicht, wobei dieser Grenzwert auch fiir 
Versuchswert | errechnet nach Gl.(4) den Fall raumlicher Kerbwirkung durch 
Biegung Giiltigkeit hat. Als Kritik des in 
Zahlentafel 3 enthaltenen Vergleiches kann 
C2 0,48 0,45 festgehalten werden, daf fiir die angege- 
C3 0,43 0,41 benen Probenformen Versuch und Nahe- 
rungsberechnung zu einer guten Uberein- 
Oe LEE O38 stimmung fihrten. 

Aus den im Versuch ermittelten Haupt- 
normalspannungsquotienten k = o,/o, im Kerbgrund und / = o;,/o, an der Seitenfliche 
der Proben 1a8t sich der z-Wert des ebenen Spannungszustandes fiir die Probenober- 
flache errechnen. Wird angenommen, daf sich der Hauptnormalspannungsquotient o,/o, 
fiir Punkte der Kerboberflache nicht sehr von jenem fiir Raumelemente knapp unterhalb 
der Kerboberflache unterscheidet, so kann mit gewissem Vorbehalt auch der z-Wert 
fir das in der Mitte der Probenbreite im Abstand Z* von der Kerboberflache im 
Inneren liegende Raumelement berechnet werden. Die Zahlentafel 4 enthalt die im 
Versuch ermittelten Hauptnormalspannungsquotienten. 


Zahlentafel 4 


Probe 


Cl 0,5 0,49 


Kerbschirfe MeBwerte aaW ers 
Probengruppe Probe h unterhalb 
5 Oy/ ox 4 Oz/ 0x” Kerbgrund? Kerbgrund 
Charpy Cl 140 0,28 0,5 0,893 0,639 
Charpy C2 28 0,275 0,48 0,895 0,646 
Charpy C3 14 0,255 0,43 0,90 0,675 
Charpy C4 i 0,255 0,34 0,90 0,705 
Charpy C5 3,5 (Py — 0,895 — 
Charpy » C6 i 0,275 = 0,895 — 
Schnadt Sl 60 0,28 0,75 0,893 0,63 
Schnadt 82 12 0,278 0,72 0,89 0,63 
Schnadt $3 6 0,271 0,53 0,90 0,64 
Schnadt $4 3 0,267 0,40 0,90 0,68 
1 Kerbgrundoberflache, Pkt. M. — 2 Im Abstand Z = Z* von Pkt. A. — 2% Im Abstand 


Z = Z* von Pkt. M. 


° K. Lotsch: Zur Verwendung gekerbter Priifstibe in der Werkstoffprif i 
und Warmewirtschaft 11 (1956) S. 252/57. oe al 
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In Zahlentafel 4 sind die Werte der Proben (5 und (6 besonders hervorzuheben, 
weil bei ihnen, als Folge ihrer doppelten Probenbreite im Vergleich zu den Proben Cl 
bis 04, die Werte o,/c, merkbar gréBer sind als bei den einfach-breiten Proben gleicher 
Kerbscharfe. Die Proben C2 und C6, deren Kerbscharfen sich wie 4:1 verhalten, 
besitzen gleiche o,/0o,-Werte. 

Die schon seit Einfiihrung der Kerbschlagprobe bekannte Tatsache, daB durch 
eine VergréBerung der Probenbreite bei gleichgehaltener Kerbscharfe die Kerbschlag- 
zahigkeit vermindert wird; mu8 demnach auf eine VergroBerung des Spannungs- 
quotienten o,/o, zuriickgefiihrt werden (Proben C4 und (6). Sehr kerbzahe Stahle 
sind allerdings gegen eine VergréBerung der Probenbreite wenig empfindlich*. 

Die Schnadt-Proben besitzen bei gleicher Kerbschirfe gréBere Hauptnormal- 
spannungsquotienten als die Charpy-Proben; beim z-Wert kommen die Unterschiede 
weniger deutlich zum Ausdruck. Der Umstand, daB o,/o, groBer als bei den Charpy- 
Proben ist, muB auf das gréBere Verhaltnis von Probenbreite zu Probenhéhe zuriick- 
gefiihrt werden, wahrend allgemein o,/¢, mit zunehmender Kerbtiefe ansteigt und diese, 
bezogen auf die Hohe, bei den Schnadt-Proben gréBer als bei den Charpy-Proben ist. 
Fiir den Fall elastischer Beanspruchung wurden die von H. M. Schnadt angegebenen 
z-Werte nicht bestatigt; die Versuchswerte sind gesichert kleiner, selbst wenn man die 
Auswirkung der vereinfachenden Annahmen, unter denen eine Ubertragung auf 
Raumelemente des Probeninneren erfolgte, beriicksichtigt. Ein Vergleich mit den von 
A. Kochendoérfer und Chr. Rohrbach’ fiir abgeinderte Schnadt-Proben mit- 
geteilten Werten ist nur angendhert fiir die Probe S4 méglich, die Proben S1 bis 83 
besitzen bedeutend gréBere Kerbscharfen als die von den oben genannten Autoren 
gepriiften. Bei Gleichheit der z-Werte fiir den Punkt M der Kerbgrundoberflache, 
haben die Autoren’ einen maximalen z-Wert von 0,72 angegeben, wahrend die mit- 
geteilten Versuche zu einem Wert von 0,68 fihrten. 

Grundsatzlich ist festzuhalten, daB die angegebenen maximalen z-Werte nur inner- 
halb eines ganz kleinen Bereiches auftreten, der bei Kerbschlagproben natiirlicher 
GroBe nur kleine Bruchteile eines mm® betragt. 


III. Plastische Biegung von gekerbten Staben. 


Versucht man das Priifergebnis statischer oder dynamischer Kerbbiegeversuche mit 
Hinblick auf eine Beurteilung des Werkstoffverhaltens gegentiber dem Grad der Mehr- 
achsigkeit des einwirkenden Spannungszustandes zu interpretieren, so erfordert dies 
die Kenntnis des jeweils wirksamen Spannungszustandes. Es ist klar, dali die Ergeb- 
nisse einer im elastischen Beanspruchungsbereich durchgefiihrten Spannungsanalyse 
folgerichtig auch nur auf elastische Beanspruchungsfalle iibertragen werden diirfen. 
Nach den Ergebnissen der Kerbspannungslehre ist keineswegs anzunehmen, daf sich 
die Mehrachsigkeit des Spannungszustandes durch Eintritt plastischer Deformationen 
nicht andert. 

Einen ersten Einblick in das Formanderungsverhalten bei beginnender plasti- 
scher Verformung vermitteln MeBergebnisse an der Kerbschlagprobe C5; aut dem 
Kerbgrund wurden 10 Dehnmefstreifen der Type Philips PR 9214 teils in 
Probenlangsrichtung (X-Richtung), teils in Richtung der  Probenbreite 
(Y-Richtung = Kerbbohrungsachse) angeordnet. Bei stufenweiser Be- und Ent- 


* Bs ist in diesem Zusammenhang bemerkenswert, daf bei Kerbschlagversuchen an hochfesten 
Feinkornstahlen unter Verwendung von Spitzkerbproben mit 5, 10, 20 und 30mm Breite keine 
Verschiebung der Ubergangstemperatur der Kerbschlagzihigkeits-Temperaturkurve gesichert fest- 
gestellt werden konnte. Bericht Wi 72/3 der Technischen Versuchs- und Forschungsanstalt der 
T. H. Wien (unveréffentlicht). 

7s. S. 153. 
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a) Abhangigkeit der Gesamtdehnung ex und der bleibenden Dehnung 6x 
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b) Abhangigkeit der Gesamtforminderung ey und der bleibenden 
Formanderung dy (strichliert) vom Biegemoment 


lastung wurden an den 
einzelnen MeBstellen 
die Hauptdehnungene, 
und «, gemessen. Ein 
Teil der MeBergebnisse 
ist in den Abbildungen 
9a und 9b enthalten. 
Daraus kann folgendes 
festgestellt werden: 

a) In Ubereinstim- 
mung mit der Span- 
nungsverteilung im ela- 
stischen Bereich traten 
die ersten bleibenden 
Verformungen 6, in der 
Mitte der Probenbreite 
auf (Abb. 9a, MeB- 
stelle M1); die naher 
zum Rand gelegenen 
Flachenelemente ver- 
hielten sich dabei noch 
elastisch. Durch Er- 
hohung des _ Biege- 
momentes breitet sich 
der FlieBvorgang von 
der Mitte gegen die 
Rander zu aus (MeB- 
stellen M2 und M3). 

b) Wahrend in Pro- 
benlangsrichtung an 
der Mefstelle M 1 erste 
bleibende Formiande- 
rungen 06, bei einem 
Biegemoment von 
240 kgm  gemessen 
wurden (Abb. 9a), 
traten kleine bleibende 
Querverformungen 4) 
an dieser MeBstelle erst 
bei Biegemomenten, 
erdBer als 500 kgm 
auf (Abb. 9b). 


Abb. 9a, b. Ergebnisse der 
Verformungsmessungen 
am Kerbgrund der Probe 
C5 bei plastischer Ver- 
formung. Mefstelle M1 
im Punkt M, Me&stelle M3 
im Punkt A, MeBstelle M 2 
in der Entfernung y = 
= 25mm vom Punkt A. 
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Der Beginn bleibender Forminderungen 6, in der Probenlangsrichtung ist also 
von einer volligen Unterdriickung der plastischen Forminderung 6, begleitet. Es ist 
daraus zu schlieBen, da beim Eintritt plastischer Formanderungen die Hauptspannung 
oy gegentiber jener bei elastischer Formanderung anwachsen mu (plastische Verfor- 
mungsbehinderung). 

¢) An der Mefistelle 173 (Probenrand), die einachsig beansprucht wird, tritt keine 
Behinderung der Querverformung auf. 

d) Wahrend bei beginnendem FlieBen die plastische Verformung 6, in Breitenmitte 
(M 1) gréRer ist als am Probenrand (M3), wird sie bei weitergehender Plastizierung 
von jener am Probenrand eingeholt und iiberfliigelt (Abb. 9a). 
VI. Ermittlung der Hauptnormalspannungen o, und oc, im plastischen 

Verformungsbereich 


Im elastischen Formanderungsbereich kénnen die Hauptnormalspannungen 
01, 02 und o, bekanntlich aus den elastischen Formanderungen ¢,, ¢, und ¢, nach den 
Gln. (5) errechnet werden: 


1 
o3 im +1 (e+ aE): 

In diesen Gleichungen bedeutet: 

E = Elastizitatsmodul 

© ==.6, + €2 + €3 

m= ie = Querzahl 

Am Kerbgrund liegt ein ebener Spannungszustand vor; es folgt fiir o, = 0 aus 
den Gln. (5) 


1 
cara nee ales + &2). (6) 


Mit der Bedingung (6) vereinfachen sich die Gln. (5) zu: 
mH 
Mm? — 


mH 
ee a ) 
OF ay (epm + ¢«,). 


a= team + 6) | 


(7) 


Mit Hilfe der Gln. (7) erfolgte die Spannungsberechnung im elastischen Formanderungs- 
bereich. . 

Im plastischen Formanderungsbereich ergeben sich die Gesamtformande- 
rungen ¢,, €, €; aus der Summe der elastischen Formanderungen ¢,, ¢,, ¢,; und der 
plastischen Formanderungen 0,, 05, 03 


ey = &, + 0, | 
€y = & + 0g | (8) 
0, = Foie Og. 


Die Beziehungen zwischen den Hauptnormalspannungen o,, o2, o, und den elasti- 
schen Forminderungen ¢, éj, €; vermittelten die elastischen Grundgleichungen (5), 


die sich auch darstellen lassen als: 
ee (o, = | , USW. (9) 
él 


mit den elastischen Konstanten @’ = =; und Mas at 
q 
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Die Beziehungen zwischen den Hauptnormalspannungen 0;, 02, 03 und den plasti- 
schen Forminderungen 6, 52, 6, vermitteln die Grundgleichungen der Plastizitats- 
theorie, welche sich in folgender Form darstellen lassen: 

Ones (9, et el usw. (10) 


m 


mit den Plastizitatswerten ©’ und m’’. Die Gl. (8) lassen sich mit (9) und (10) darstellen 
als: 


Ci (0, = we | , usw. (11) 
mit den Beiwerten 
; if f UD SE Tae 
@G=@P' + OG" und m* =-y @7° (12) 
“mM m’”’ 


Der Plastizitatswert ©” hat dabei allgemein die Bedeutung einer FlieBfunktion. 
Er wird bei einachsiger Zugverformung durch die Tangente jenes Winkels bezeichnet, 
den die Verbindungsgerade zwischen einem beliebigen Punkt der o,-6,-Linie und dem 
Ursprung mit der Abszisse (d-Achse) einschlieBt. 

Die FlieBfunktion ©” ist der Kehrwert des Plastizitatsmoduls D, der seine GroBe 
in werkstoffabhangiger Weise mit zunehmender plastischer Formanderung stetig 
verandert. Soll aus gemessenen Formianderungen é,, é,, €; eme Berechnung der Haupt- 
normalspannungen 0,, 65, 63 erfolgen, so ist die Kenntnis von ©” bzw. D erforderlich. 

Von M. Ros und A. Eichinger’ wurde durch zahlreiche Versuche bei zwei- 
achsigen Spannungszustanden nachgewiesen, da im Bereich kleiner Formanderungen 
und fiir elastisch-plastische Werkstoffe der Plastizitatsmodul D fiir jedes Stadium des 
Versuches angegeben werden kann, wenn das Werkstoffverhalten bei einachsiger Zug- 
beanspruchung durch die Forminderungslinie o,-6, festgelegt ist. Durch die Unter- 
suchungen der genannten Autoren kann bei den angefiihrten Voraussetzungen als 
gesichert angenommen werden, daf sich die Spannungs-Formanderungslinien bei 
beliebigen Spannungszustinden auf eine einzige zuriickfiihren lassen, welche die 
Vergleichsdehnung 46, in Abhangigkeit von der Vergleichsspannung o,,; darstellt. 
Dabei gilt: 


Ores = | 01? + 04? os" 01 02 — Og 03 — G3 O71 


(13) 


2 
Ores = oe t+ 0,” 03° 01 02 — 02 ds — 05 0j. 


Fir den Fall der einachsigen Zugverformung wird o,,; = 01, und 6; = 6,; SO 
daB fiir den Plastizitatsmodul D gilt: 


O1z 
Sia 


Ores 

D = Ores a “ 

Wird im allgemeinen Fall 6,, 6,, 6; gemessen, so kann fiir die sich ergebende Ver- 
gleichsdehnung 0,,, der zugehérige Plastizitatsmodul D nach Gl. (14) aus den im Zug- 
versuch festgestellten Werten ermittelt werden. 

Fir den plastischen Forminderungsbereich sind die Hauptnormalspannungen o,, 
Oz, O3 analog (5) nach 

m* 


i 


On — 


© M. Ros und A. Eichinger: Bruchgefahr fester Kérper bei ruhender statischer Bean- 
spruchung. Bericht 172 der EMPA, Ziirich 1949. 
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mit den Werten ® und m* nach Gl. (12) — wobei bei Erfiillung des Gesetzes der Volums- 
_konstanz m” = 2 gilt — sowie mit 


e* = €, + & + @, 
zu berechnen. 


Beim ebenen Spannungszustand vereinfachen sich die Gln. (15) unter Beriick- 
sichtigung von o; = 0 analog (7) auf 


m* a 
07; = © (m*2 — ]) (e, m* + eo usW. (16) 


Wird der Hauptnormalspannungsquotient o,/c, betrachtet, so folet aus (7) 


hes 02 a €2™M = &1 
eae 11} }§=66&m+e a) 
fiir den elastischen Forminderungsbereich und aus (16) 
Le = 02 mE (e1 + 2e2) + 2D (e1 + m ez) 18 
~ 61 ~~ - mB (eg + 2e1) + 2D (e2 + m es) (18) 


fiir den plastischen Formanderungsbereich mit den Gesamtformanderungen ¢,, és, é3, 


wobei nach (12) m* = 2, @’ = = Und Oe < eingesett ist. 

Zur iberschlagigen Priifung, ob bei der plastischen Verformung von Kerbbiege- 
proben am Kerbgrund eine Anderung des Hauptnormalspannungsquotienten o,/o, zu 
erwarten ist, wird im folgenden der Grenzfall volliger Querkontraktionsbehinderung 
mit. 

0 (19) 
betrachtet. Fiir den elastischen Bereich folgt aus (17) 


| ma, Hats 0,3 


m 
bei plastischer Formanderung ergibt sich aus (18) 


mH+2D 
~ 2mH+2mD° ~ 


k* (20) 


Mit (19), (13) und (14) folgt 
| D=—S- (21) 
wenn o, die Streckgrenze bei einachsigem Zug bedeutet. Aus (20) und (21) ergibt sich 


30,-+ V3-d1-m 


[Go = = ; 
3mos + 273 6,m EH 


(22) 


GemaB GI. (22) andert sich der Hauptnormalspannungsquotient o,/o, mit Zunahme 
der bleibenden Forminderung 06, und erreicht fiir gréRere 6,-Werte nach Abb. 10 den 
Grenzwert 0,5. Der Verlauf der Anderung von k* in Abhangigkeit von 6, wird tiberdies 
vom Wert der statischen Werkstoffstreckgrenze beeinfluBt. 

Der Grenzwert k* = 0,5 ergibt sich auch dann, wenn vereinfachend nur die blei- 
benden Formanderungen 6,, 52, 6; zur angenaherten Spannungsberechnung heran- 
gezogen werden, wie das von A. Krisch® durchgefiihrt wurde. Dabei ergibt sich aus 
Gln. (10) und fiir Verformung bei Volumskonstanz ein Rechnungswert k” fiir den 
Hauptnormalspannungsquotienten o,/0, mit 

yi at 2s 


PE TONOY ct On ee) 


bes pe OLDS. 
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Nach Gl. (22) kann bei Versuchen mit gekerbten Staiben grundsatzlich kein groBerer 
Wert als k* = 0,5 erwartet werden". Die Anderung des ebenen Spannungszustandes 
erfolgt ohne auBeren Zwang, allein durch die FlieSbehinderung in der Querrichtung. 


O 02 04% 06 08 10 712 14% 16 16 20 
——+ beitende Dehnung 6, nh 


Abb. 10: Abhangigkeit des Hauptnormalspannungsquotienten o,/0, von der bleibenden Liangs- 
dehnung fiir véllige Querkontraktionsbehinderung nach Gl. (22). Linie 1: Streckgrenze os= 
= 60 kg/mm®?; Linie 2: Streckgrenze o; = 20 kg/mm? 


Die Hauptachsen des Formanderungszustandes bleiben auch bei plastischer Verfor- 
mung am Kerbgrund unverandert. Andert sich die Art des Spannungszustandes wahrend 
des Versuches, so ist die Ermittlung der Spannungen nach Gl. (15) nicht mehr streng 
giiltig, wenn die Berechnung iiber ein gréBeres Verformungsintervall erfolgt. Ihre An- 
wendung wird bei der folgenden Versuchsauswertung daher auf kleine Verformungs- 
intervalle beschrankt. Dabei werden stets die Gesamtformanderungen e,, e, und e; 
verwendet, welche sich besonders bei Verwendung von elektrischen DehnmeSstreifen 
einwandfrei feststellen lassen. Bei inhomogener Spannungsverteilung an Kerben sind 
bekanntlich bleibende Forminderungen wegen des médglichen Auftretens von Rest- 
spannungen und der durch sie verursachten scheinbaren Federung schwieriger ein- 
wandfrei festzustellen!?. 


V. Versuchsergebnisse fiir den plastischen Formanderungsbereich 


Bei den Kerbbiegeproben C2, C4, C5, C6, S2 und S4 wurden die Biegeversuche 
bis in den plastischen Verformungsbereich fortgesetzt. Dabei waren die verwendeten 
Feindehnungsmefgerate, MeBstreifen und Askania Geber, an den wichtigsten MeB- 
punkten der Kerboberfliche in A, M und B nach Abb. 3 sowie an den Seitenflachen 
angeordnet. 

Die am MeSpunkt M erhaltenen Werte der Gesamtverformungen e, und e, sind 
in Abhangigkeit vom Biegemoment in Abb. 11 wiedergegeben. Es ist daraus_ ersicht- 
lich, daB die Formanderungslinien der Proben mit kleinem Kerbradius bei gleicher 
Gesamtformanderung héhere Biegemomente ergeben, als das bei Proben mit groBem 
Kerbradius und kleiner Kerbscharfe der Fall ist. 

Die Auswertung soll im folgenden auf eine Behandlung der Anderung des Spannungs- 
zustandes beschrankt bleiben und sich nicht mit der Frage der FlieBgrenze bei inhomo- 
gener Forminderung befassen. 

Zur Auswertung werden die oben angefiihrten Zusammenhiinge verwendet; die 
Ergebnisse sind in den Abb. 12 bis 14 zusammengefaBt. Die in diesen Bildern einge- 
zeichneten Linien geben die Anderung des Hauptnormalspannungsquotienten 04/0, = 
=9,/o, an, wie er sich nach einer der folgenden Beziehungen errechnet, namlich als 


 W. Kuntze: Kohasionsfestigkeit. Mitt. Dtsch. Mat. Prif. Anst. Sonderheft 20, Berlin 1932. 


2% F. Rinagl: Bruchgefahr bei statischer und wechselnder Beanspruchung. Bericht d. Internat. 
Kongre8 f. Materialpriifung in London 1937. 
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k* aus den Gesamtforminderungen e, = e, und é, = 6 nach Gl. (18) 
k’ aus den plastischen Formanderungen 6, = 6, und 6, = 6, nach Gl. (23) 
k’ aus den Entlastungsformanderungen ¢, = e, und &; = e, nach Gl. (17). 
Zur Berechnung von k* und k’ wurden die im einachsigen Zugversuch erhaltenen 


Werte fiir D und m” herangezogen. 
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Abb. 11. Abhangigkeit der Lingsdehnung ex und der Querkontraktion ey (strichliert) vom Biege- 
moment bei plastischer Verformung der Proben C2, C4, C6, $2 und S4. MeBstelle im Punkt M 
am Kerbgrund 


Zum Verlauf der Linien fiir &* und k’ ist zu bemerken: Wird der ebene Spannungs- 
zustand durch auBere Krafte erzeugt und bleibt wahrend des Belastungsvorganges 


die Art des Spannungszustandes erhalten, so mu &* = k’ sein. Bei der Erzeugung 
eines ebenen Spannungszustandes durch Verformungsbehinderung, etwa fiir den Fall 
der vélligen Verhinderung der Querkontraktion eines Zugstabes trifft das nicht mehr 


170 K. Lotsch: 


zu (Abb. 15). Die Entlastung erfolgt bei behinderter plastischer Verformung nicht 
nach einer Parallelen zur Hookeschen Geraden die dem Spannungsquotienten k’” ent- 
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Abb. 12. Anderung des Hauptnormalspannungsquotienten o)/cx mit fortschreitender Plasti- 
zierung bei den Proben C2 (+) und C4 (0). MefSstelle im Punkt M 
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Abb. 18. Anderung des Hauptnormalspannungsquotienten oy/ox wit fortschreitender Plasti- 
zierung bei den Proben $2 (+) und S84 (0). MefSstelle im Punkt M 
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spricht, sondern nach emer Parallelen zur Geraden fiir den Spannungsquotienten k’. 
Ks wird nicht die fiir den Hauptnormalspannungsquotienten hk’ bei gleichbleibender 
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Abb. 14. Anderung des Hauptnormalspannungsquotienten o)/ox mit fortschreitender Plasti- 
zierung bei den Proben C5 (0) und C6 (+). MeSstelle im Punkt M 


a 


Abb. 15. Forminderungslinien und Entlastungsgeraden fiir unterschiedliche ebene Spannungs- 
zustinde (schematisch) 
Linie 1: einachsiger Zug 
Linie 2: ebener Zug mit o,/o, = k’ 
Linie 3: ebener Zug mit o,/o, = k*, Verhinderung der Querkontraktion. 
Linie 4: ebener Zug mit o,/0, = k’’ (>k’). 
Bei 1, 2 und 4: o,/o, beim Versuch konstant gehalten. Bei 3: 0,/o, nach Abb. 10 ansteigend. 
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Beanspruchungsart zugehorige Entlastungsformanderung ¢,’’, sondern die Entlastungs- 
formanderung ¢,* gemessen. Es ist daher mit unterschiedlichen Werten fiir k* baw. k’ 
zu rechnen, wobei Anderungen der Art des Spannungszustandes bei plastischer Form- 
anderung im k’-Wert nicht zum Ausdruck kommen kénnen. Die im Versuch fest- 
gestellten k’-Werte sind annihernd konstant. Die Verminderung der Kerbschirte 
infolge plastischer Verformung bedingt grundsatzlich eine Abnahme von k’. Tritt 
hingegen bei der Entlastung eine zwangsweise Riickverformung der Randfaser am 
Kerbgrund auf, so ist eine Zunahme von k’ zu erwarten. 

Die vorliegenden, in den Abb. 12 bis 14 enthaltenen MeBergebnisse lassen folgende 
Zusammenhinge erkennen. 

1. Das Spannungsverhaltnis &’” besitzt zu Beginn der plastischen Verformung bei 
allen Kerbscharfen den gréBtméglichen Wert von 0,5, sinkt aber dann bei allen unter- 
suchten Probenformen ab, sobald die bleibende Verformung 6, gr68er wird und blei- 
bende Forminderungen 0, auftreten. Je gréBer die Kerbscharfe ist, um so linger bleibt 
der Wert k’”’ = 0,5 erhalten. 

2. Das Spannungsverhiltnis k’ bleibt fast unabhingig von der Gesamtverformung eé,. 


3. Das Spannungsverhiltnis k* verbindet die Kurvenziige k’ und k” in einer fir 
alle Proben ahnlichen Weise. Der gréBtmégliche Wert ist fiir k* = k” erreicht, bei 
weiterer Verformung kann dann nur mehr ein Absinken von k* bzw. k” erwartet 
werden. 

4. Bei der Probe C4 (DVM) liegt &* sicher héchstens bei 0,43, bei Spitzkerbproben 
koénnen Werte bis 0,5 erreicht werden. Diese Ergebnisse gelten natiirlich nur fiir die 
verwendeten Kerbtiefen. Bei groBeren Kerbtiefen, wie sie z. B. von A. Krisch® unter- 
sucht wurden, ist auch bei kleineren Kerbscharfen ein hoherer Wert fiir das Spannungs- 
verhaltnis k* moglich. 

5. Die Schnadt-Proben zeigen gréBRere Spannungsverhialtnisse wie die Charpy- 
Proben mit gleichem Kerbradius. Bei der Probe S84 ist ein maximales Spannungs- 
verhaltnis k* = 0,48 bis 0,49 zu erwarten. Bei der Probe 82 wird bei gréBeren Langs- 
verformungen 0,5 erreicht. Da die bleibende Formanderung 6, bis zu gréBeren Lings- 
verformungen e, als bei Charpy-Proben unterdriickt bleibt und daher der Quotient 
der Hauptnormalspannungen schneller ansteigt, muB auf die gréBere Probenbreite 
im Verhaltnis zur Hohe des Kerbquerschnittes zuriickgefiihrt werden. Die Festsetzung 
eines einheitlichen Wertes von 0,5 fiir alle Kerbscharfen, wie das von H. M. Schnadt 
hypothetisch angenommen wird, ist auf Grund dieser MeBergebnisse nicht gerecht- 
fertigt?®. 

6. Die Charpy-Probe C6, die sich von der Probe C4 nur durch die doppelte Proben- 
breite unterscheidet, ergab Unterschiede gegeniiber der Probe C4 im Bereich der elasti- 
schen und der beginnenden plastischen Verformung, jedoch keinen héheren Wert als 
0,45 im daran anschlieBenden Verformungsbereich. Wie bei den Schnadt-Proben blieb 
zunichst die bleibende Verformung bis zu gréf8eren Gesamtforminderungen unter- 
driickt, als dies bei der Probe C4 der Fall war. Diese geringen Unterschiede bei plasti- 
scher Verformung und die bekannte Tatsache, daB bei vielen Stahlen durch Verdoppe- 
lung der Probenbreite die Kerbschlagzihigkeit bedeutend vermindert wird, lassen 
vermuten, dal} bereits im ersten Verformungsabschnitt der Werkstoffzustand entschei- 
dend verandert wird. Wie von A. Slattenschek" gezeigt wurde, ist fiir die Bruch- 


Byers al Way 

% H. M. Schnadt: Neue Priifmethoden von Stahlen und Schwei®werkstoffen. 1. Teil. 
Zug/Schweiz 1957. 

4 A. Slattenschek: Grundsitzliches zur Theorie des Sprodbruches. Radex Rundschau 1953, 
Heft 4/5, 8. 186/99. 
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gefahr nicht nur der Spannungszustand, sondern auch die Anderung des Werkstoff- 
zustandes durch plastische Verformung mafgebend. 

Die angefiihrten Spannungsverhaltnisse gelten nur fiir den Punkt M am Kerbgrund. 
Bei sehr scharf gekerbten Proben kénnen diese Werte in guter Naherung auch auf 
Raumelemente knapp unterhalb des Kerbgrundes iibertragen werden, wo die Haupt- 
normalspannung o, einen Maximalwert besitzt. Bei weniger scharf gekerbten Proben 
hegt das Raumelement mit der gré8ten Hauptspannung o; in gréBerer Entfernung’ vom 
Kerbgrund und es mu8 angenommen werden, da8 dort der Hauptnormalspannungs- 
quotient o,/c, kleiner als am Kerbgrund ist. Eine zuverlassige versuchsmabige Ermitt- 
lung von o, fiir Raumelemente unterhalb des Kerbgrundes ist derzeit bei metallischen 
Proben nicht méglich. 

Wird an den Seitenflichen der Probe die Formanderung e, bei plastischer Biegung 
festgestellt, so ist eine Auswertung zur Berechnung von o, und go; hinsichtlich der 
Zuverlassigkeit der punkteweisen Zuordnung von e, und e, wegen des starken Spannungs- 
gefalles (siehe Abb. 4 und 8) auBerordentlich schwierig. Bei allen Proben konnte fest- 
gestellt werden, dai die Dehnung e, — in dem in Abb. 8 gezeichneten Querschnitts- 
bereich — bei plastischer Biegung zunadchst ansteigt, wobei bleibende Dehnungen 6, 
in zunehmender GroBe auftreten. Es wird dann progressiv ein Maximalwert erreicht, 
worauf in einem kleinen Belastungsintervall «, und 6, von diesem Maximalwert auf 
Null und zu Stauchungen iibergehen. Das bedeutet, da auch o,/o, keineswegs einen 
konstanten, von der bleibenden Formanderung unabhangigen Wert besitzt. Bei der 
Probe C4 (DVM-Probe) trat eine Erhéhung von o,/c, gegeniiber den elastischen 
Messungen um maximal 2/3 auf, der ortlich gréBte Hauptnormalspannungsquotient 
o,/0, betragt somit 0,57. Bei den iibrigen Probenformen kann aus den MeBergebnissen 
nur festgestellt werden, daB der Wert o,/o, = 0,75 fiir Flichenelemente im Abstand 
Z* von A die obere Grenze darstellen diirfte. 

Die vorliegenden Versuchsergebnisse zeigen, da eine allgemeingiiltige Zuordnung 
bestimmter Hauptnormalspannungsquotienten o,/0,, 03/0, bzw. a-Werte fiir eine 
bestimmte Art von Kerbschlagproben im strengen Sinn nicht moglich ist, weil bei der 
Biegeverformung eine Anderung derselben in einer vom Werkstoff und den Priif- 
bedingungen abhangigen Weise auftritt. Aus diesem Grund kénnen Ergebnisse elasti- 
scher Messungen zur Ermittlung des z-Wertes fiir eine bestimmte Probenform nicht 
auf den Bruchzustand iibertragen werden, wie das von A. Kochendérfer’ durch- 
gefiihrt wurde. Diese Ubertragung ist nur in jenen Fallen gerechtfertigt, bei denen ein 
Sprédbruch auftritt. 

Die Problematik der Zuordnung eines bestimmten z-Wertes fiir eine gegebene 
Probenform ist deutlich fiir den Fall einer Kerbzugprobe zu ersehen. In Abb. 16 ist 
fiir eine Kerbzugprobe nach W. Kuntze! die elastizitatstheoretische Verteilung der 
Hauptnormalspannungen oj, o, und og sowie die Verteilung der z-Werte fiir Raum- 
elemente des Kerbquerschnittes eingezeichnet. Fiir das z-o,-Diagramm wurden beziig- 
lich des Werkstoffes die Annahmen getroffen, da fiir den EKintritt bleibender Verfor- 
mungen die Gestaltanderungshypothese bei nicht allzu kleinen x-Werten erfiillt sei, 
daB die Werkstofftrennfestigkeit o7 die Werkstoffestigkeit gegentiber 3-achsig gleichem 
Zug sei und daB bei Verscharfung des Spannungszustandes (x-Wert—>0) nach A. Leon 
ein stetiger Ubergang zwischen Verformungsbruch und Sprédbruch erfolgen muB. 

Verbindet man die zo,-Punkte eines jeden Raumelementes des Kerbquerschnittes, 
so ergibt sich bei elastischer Beanspruchung die Linie I. Wird die Belastung bis zum 


Ce Ne Sas oe 


ig. S. 168. 
1 A. Leon: Uber die Verbindung von Trenn- und Schubbruch. Vierter Internat. Kongr. 


f. angew. Mechanik, Cambridge 1934. 
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Auftreten bleibender Formanderungen am Kerbgrund gesteigert, so tritt eine Anderung 


des 2-Wertes auf. Es sinkt der 7-Wert im Bereich zwischen A und B in der Linie Aas 
gleichzeitig bleibt die Spannung o, hinter jener rein elastischer Formanderung zuriick. 
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Abb. 16b. Darstellung der Beanspruchungsverhalt- 
Abb. 16a. Verteilung der Hauptnormalspan- _nisse der Raumelemente des Kerbquerschnittes der 
nungen 0,, 6), 0, und der z-Werte fir Raum- Kerbzugprobe nach Abb. 16a im a-o,-Schaubild 
elemente des Kerbquerschnitteseiner Kuntze- fir elastische Beanspruchung (I), teilweise Plasti- 

Kerbzugprobe azierung (II) und Brucheintritt (III) (schematisch) 


Damit riickt der auf den Linien II und III gelegene Punkt A als Folge plastischer 
Verformung naher zu B bzw. C. Ks tritt eine Verminderung des z-Wertes auf. Wollte 
man die Folgerung bezweifeln, daB bei Brucheintritt nicht der Punkt A mit der gréBten 
Hauptnormalspannung o, der Ort der ersten Werkstofftrennung ist, so miiBte die 
Annahme gemacht werden, da der Bruch vom Probeninneren ausgeht, wo der z-Wert, 
aber auch o, kleiner ist. Ahnlich wie bei der Kerbzugprobe kann es auch bei Kerbbiege- 
proben im strengen Sinn nicht statthaft sein, einen einzelnen, kleinsten z-Wert im 
Probeninneren als Kennziffer fiir diese Probenform hervorzuheben, wenn die dort 
herrschende Hauptnormalspannung o, wegen der inhomogenen Spannungsverteilung 
bedeutend niedriger als jene der Kerboberflache ist. Die Kenntnis der Art des Spannungs- 
zustandes im Kerbquerschnitt tragt dessenungeachtet zu einer vollstandigen Beur- 
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teilung des Wertes der Kerbschlagprobe bei. Eine unmittelbare Ubertragung auf 
Bauteile im strengen Sinn ist jedoch nicht vertretbar, solange nicht eine eindeutige 
Beziehung zwischen dem Werkstoffverhalten bei inhomogener Mehrachsigkeit und 
jenem bei homogener Mehrachsigkeit versuchsmaBig belegt ist. 


Die vorliegenden Untersuchungen wurden an der Technischen Versuchs- und 
Forschungsanstalt der Technischen Hochschule Wien durchgefiihrt. Dem Vorstand 
des Institutes, Herrn o. Prof. Dipl.-Ing. Dr. techn. A. Slattenschek danke ich fiir die 
dabei entgegengebrachte Unterstiitzung sowie fiir wertvolle Anregungen. 


(Hingegangen am 2. Juni 1959) 


Susceptibility of the Motion of Towing Vehicles 
to Forces Arising from Trailers 


By P. R. Paslay, Schenectady, N. Y., and A. Slibar, Stuttgart 
With 6 Figures 


Summary: Equations are derived and a solution is obtained for the perturbated motion of a 
towing vehicle when a sinusoidal force and moment excitation acts at its tow point. The swim angle 
of the towing vehicle and the steering angle necessary to keep the car on a straight track are deter- 
mined explicitely. An illustrative problem is given which indicates that the system can be quite 
heavily damped due to the nature of the tire side forces. The results of this analysis combined with 
Cee aes criteria are useful for evaluating suitability of using a particular vehicle as a towing 
vehicle. 


I. Nomenclature 


Ale, IBS OR IDS SUSE ee ee en ae eee Constants defined by Equations 5.5. 

(UU KC OMOMD Nb Asis Aaiate orn hhh Geometric parameters of the system, see Figures 2 and 3. 

(Obes OURS (OE eros NOR eA ORE Components in w-, y- and z-direction of force acting at tow- 
point of vehicle, see Figure 2. 

(Ohiins (GChros XC lay enya elo ee reees o Stationary terms in Oz, Or, Ov, F and Pi. 


O11, OCT1, Ovi, rig Ue en Amplitudes of sinusoidal variations with time of Cz, CT, Cr, 
VILE Bie Shee: 


MSP RESIS. SE eae eee ee Physical constants for representing tire behavior, see Equa- 
tion 2.1. 

1B! Se 3.8.3. ES OA IOS Force in the plane of the wheel and road acting on the wheel 
in the area of contact between tire and road, see Figure 4. 

G)s.nb oico basset Bae ACRE gh er Seer Acceleration of gravity. 

UE PIER vets eee he fas Mass moment of inertia of front and rear wheel about 
their horizontal axis of symmetry. 

LUE A 6 ork Bo hn ale Re eae ra ee el Mass moment of inertia of body of towing vehicle about 
z-axis through the center of gravity of the body of the vehicle. 

rang WE ed dia Ws 2 eoleanele o8) Seeeio = 1 Mass moment of inertia of front and rear wheel about a 
diameter of the wheel. 

[SMe of Ss & Oa SOB 6 OO ee eae Cee Ratio of the spring stiffnesses between the body and the 
front axle and the body and the rear axle. 

Vga eee VES pace VEY getty sas ssee tose ees oes Components of moment acting at center of wh wheel, see 
Figure 4. 

HOR” Bice PACES ARERR Ee Mass of the body of the towing vehicle. 

POG py LOMAS: Fs SEO CORSO B Bea Oe Mass of front and rear wheel. 

JES erst OO CES Oe Force in plane of the i wheel perpendicular to the plane 


of the road transmitted to the wheel through area of contact 
between the i wheel and the road, see Figure 4. 
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Components of forces acting at axle of i‘ wheel, see Figure 4. 
Salreinncemag ia: acl catinomieren Force transmitted from the road to the i wheel perpendi- 
cular to the plane of the wheel acting in the area of contact 
between road and tire. Referred to as “‘sideforce’’. 


DN ons, IMO perce TOO yO ROL Ot OOO. 0 Components of moment acting on the towpoint of the vehicle, 
see Figure 2. 

Yi. Mb cnieied Gab Clo Op Oa Core Om Aled © ‘Drag’ force on front wheels, see Figure 4. 

Doe cit Cec SCPC ENO NON NRCED ORR ISG, Baten Oi Time 

UM PR rey her asoncione aunere thee oieaorenetesrar ars Constant forward velocity of the center of gravity of the 
body of the towing vehicle. 

Ene CEO BA OT DD OO OOD SO OCOS DET Spatial coordinate system (see Figure 2, 3 and 4). 

FNS OLS co Bn Sho 0.0 GRR Gola stare SIO Coordinates defining the position of the center of gravity 
of the body of the towing vehicle. 

Ase Wien cain cb arsed et ots Lo aeS oa, unis hammer aT The angle, measured in the horizontal plane, the velocity 


vector of the axle of the i wheel makes with the plane of 
the wheel. Referred to as “‘slip angle’’. 


[Bipot was «earetentcnene seh avote si cvewoue teh eeue Sia) e Steering angle of front wheels, see Figure 3. 

JP ay ORE AS RGIS ELS oe Amplitude of £, in phase with CT. 

Jip Sera ee ee Re teen ean ROR Amplitude of 6, 90° out of phase with Cr. 

ERP co tarectaae OO CRE DO OO OOH Doh eRE Coordinates referred to the i wheel, see Figure 3. 

Divelaye ss serais aya he chap hiacy oie ara ae see nee The angle the axis of the body of the towing vehicle makes 


with the velocity vector of the center of gravity of the body. 
Referred to as “‘swim angle’. 


EDA Rigel eracaaa te la) gidtele: Out lake rots Meade Angular frequency of excitation of sinusoidally varying force 
acting at towpoint. 
Ra SOO OG, IO OIC AIO Ol OED Orca Oa Angular velocity of the i wheel about its axis. 


Dots above any variable indicate its derivation with respect to time (t). 


II. Introduction 


The analysis of the motion of single vehicles on roads, under various conditions, 
has received considerable attention in the past few years. A brief review of previous 
work has already been given by the authors as part of an earlier paper (1)*. The type 
of work which has been published ranges from experimental work such as that of Dietz 
and Harling (2) to the analytical work of Rieckert and Schunk (3), L. Segel (4) 
and the authors (5). In general, the conclusion that can be drawn from this work is 
that, for engineering purposes, analytical prediction of automobile motion is possible 
if proper tire characteristics are included in the analysis. One aspect which has received 
considerable analytical attention is stability of vehicle motion for various circumstances. 

The additional complications of dealing with trailers has also been undertaken by 
several investigators. When the combination of towing vehicle and trailer are considered 
together, the principle published work deals with stability, such as the work of Ziegler(6). 
Other work has considered the trailer by itself and by use of this analysis the snaking 
frequencies the trailer is most susceptible to can be determined (7, 8). 

Common to all the above work is the problem of properly representing, mathe- 
matically, the force developed on the tire from the road. The previously mentioned 
paper by the authors(1) also contains a review of the literature pertaining to the nature 
of forces developed on tires. The results pertinent to this study can be summarized 
as follows: If the plane of the tire is perpendicular to the road, then in order for there 
to be a force acting from the road on the tire perpendicular to the plane of the tire, 
the velocity vector of the center of the tire with respect to the road must be inclined 


* Numbers in parentheses refer to bibliography at end of paper. 
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at an angle (measured in a plane parallel to the road) to the plane of the tire. This 
angle is referred to as the slip angle, «. The force acting from the road on the tire per- 
pendicular to the plane of the tire is referred to as the sideforce, S. This sideforce is 
dependent on the normal load, P (force on the tire from the road perpendicular to the 
road) and the slip angle, a, and to a first 
approximation is independent of the oD 
velocity of the center of the tire with 
respect to the road. GAks 
For most tires, in the range of in- “s | 
terest, the relation between sideforce, 
S, normal load P and slip angle @ can 600 
be represented analytically (9) as P= 10018, 


S=(¢—e¢PyPa (2.1) 


iS 
S 


for slip angles up to about .1 radians. 
In Relation 2.1 ¢ and c’ are characteristic 
parameters of a tire. Figure 1 shows 
typical experimental results for a par- 300 
ticular type of tire. 

In addition to the sideforce shear 
forces in the contact area, a self aligning si 
torque is developed, but for this analysis 
it is small enough to be neglected. 

Olleys paper (10) gives a com- 
prehensive review of tire behavior which 
agrees with conclusions given above. LI ETA, EE STE BS me 

As pointed out in a recent closure by Degrees (a) 
the authors (11), the problem of deter- Figure 1. The Sideforce S as Function of the Slip 
mining the motion of an automobile is Angle a for Different Values of Normal Load P, 
an extremely complicated one without from M. Olley (10) 

a trailer and the inclusion of a trailer 

makes the problem even less tractable. For this reason the authors have analyzed the 
trailer separately (7, 8) and have derived the equations necessary for analytically attach- 
ing the trailer to a towing vehicle when the towpoint moves at a constant forward 
velocity with a lateral perturbation. This means the constant forward velocity towing 
vehicle problem can be worked separately and the trailer attached later. 

A further difficulty is, of course, the human factor which must be considered if 
the proper solution is to be found. By proper solution, the authors mean the one which 
allows rational chcice of the variables to give best performance of the towing vehicle- 
trailer combination in service. This implies that the steering corrections a driver will 
use must be known analytically. To the authors knowledge, this problem has not 
received extensive attention and assumption must be employed at the present time. 
The following analysis is an attempt in this direction and should provide useful in- 
formation. 


& 
S 


Pours (5) 


Ill. Statement of Problem 


The center of gravity of the body of the towing vehicle moves at constant forward 
velocity along a horizontal road. Gyroscopic terms from the rotating parts, except for 
the wheels, are neglected. The influence of drag due to possible variable wind forces 
and wheel friction effects is neglected. The vehicle has rear wheel drive and the trailer 


178 P. R. Paslay and A. Slibar: 


causes a force and moment excitation at the towpoint of the rigid body towing vehicle. 
The type of force system considered is shown in Fig. 2. This figure shows that the force 
system is composed of a constant part plus a part which varies sinusoidally with time. 

This force system is used so that, 

I~ for the linearized case, previous 

2 work on trailers can be used to 
advantage. 

The last general statement for 
the problem regards what the 
driver of the towing vehicle 
attempts to do because of the 
towpoint excitation. In this work, 
steering corrections will be deter- 
mined which prevent the center 
of gravity of the body of the 
towing vehicle from moving late- 
rally. Consequently, neglecting 
77 pitch and roll effects of the body, 
Figure 2. Schematic Sketch of Model Treated the center of gravity of the body 

of the towing vehicle may be 
assumed to move forward with a constant velocity with no lateral component. The 
solution, therefore, will be concentrated on predicting the required steering corrections, 
f and the resulting amplitude of the swim angle, y, for steady state operation. 


Cenler of Glavih 
igi 


IV. Derivation of Governing Equations 


Figures 2, 3, and the Nomenclature give the symbols to be used in this analysis. 
Of particular interest of the many unknowns are the swim angle, ¢, the steering angle B 
and the constant forward velocity in the x-direction, v, of the center of gravity of 
the body of the vehicle is given. 


E762 
tt Sy 
pe Whee!Nogk ?. \ 
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Wheel No.7 
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Whee! No.3 


Figure 3. Top View of Model Treated Showing Coordinate Systems 
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Figure 4 shows a breakdown of the towing vehicle model. The wheels are treated 
separately from the body. The forces acting on the wheels and body are shown. 


The equations governing the motion of this system can now be written. 


Figure 4. Free-Body Force Diagrams for the Body and Wheels of the Model Treated 


For the body 


a-dir.: — (tu, + tye) cos (p + B) — (ts, + tse) sin (p + B) — (tua + tag) cos p 
(tsg + tsa) sin yp — Cr = ms % = 0 
(tu + tue) sin (p + B) + (tsi + tz) cos (py + B) — (tus + tra) sin p 
+ (ts3 + tss) cosg + Cr = m ys = 0 

z-dir.: — p,— P,— P3 —P4— Cy — 1 g = Ms Z% = O 

* Moments about z-axis through C. G. of body: 
+ a (ts: + ts2) cos B —¢ (ts: — tsz) sin B — a (te + tue) sin B 
— ¢ (tu, — tye) cos B — b (ts3 + tsa) — ¢ (tus — tua) — d Cr cos p 
— dC, sing — My:— My2— Mys— Myr = Lh 

2 Moments about long axis of body through C.G. of body: 

0 0 


T 5 a 
+ ¢ (py —P2+ P3—Pa) + [(2'F5) €—h Cr] cos p— [(2 Fx) e + h Cx] sin y 
—- (My + Myz) cos B— (My3 + Mus)— Ti cosy + Trsing = 0 
Moments transverse to direction of long axis of body and | to z-direction 
about C. G. of body: 


7? 0 


aa 
+ a (p, + p2)—b (ps3 + ps) —Crvd—[(2F.)e + h Cr] cosp—[(2'F,) e —hCr]sin y 


— (Min + Muze) sin B— (Mss + Mss) + Tr sing + Treosy = 0 


— 


— 
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Now equations can be written for the wheels. For the i“ wheel, let 7; and &; denote 
spatial coordinates both in the horizontal plane with 7; in the plane of the wheel and 
£; perpendicular to the plane of the wheel (Figure 3) the origin of the F-ni-system 
being the C. G. of the i wheel. The translatory and Euler Equations of Motion become 


the following: 
Wheel No. 1 and 2 
— ts; — 8; = + mye: & 
ey pice 
sie sig het es age i=1,2 (4.3) 
— Tr = + Ly, wr i 
— Mu + 8:7 = + Lex, we 0: (G + B) 
+ My = + Laie, we (G+ B)- 
Wheel No. 3 and 4 
— ts; —- 8; = + mye: & 
— tyi— F = + myr- Hi 
+ Pi + Pi—mwr'g = 0 ae ae" (4.4) 
+ Ms;—F er = + La, wr oi: 
— My; + Sir = + Lux, wr 0: 
+ My: = + Liia, wr @ - 


- O; = + Myr Ni 


Since the vehicle has four wheels, the problem of determining the load distributation 
among the tires is statically indeterminate. The same complexity, of course, is present 
in the dynamic problem and a further constraint is required. If the body is rigid and 
the vertical spring constants between the road and the body are k; for the front wheels 
and k, for the rear wheels the requirement that the roll angle is the same for front and 
rear and all four wheels contact the road yields the constraint (1), 


(P,— P.) k, = (Ps— Py). (4.6) 


The above equations govern the motion of the towing vehicle. All that remains 
for complete specification of the problem are certain geometric relations and the equa- 
tions which relate the sideforce S; to the normal loads P; and the slip angles a;. 

Before considering the side forces the following geometric relations will be used to 
help reduce the number of the above equations: 

t = + [—¢p +4 (9)?] cos B + [— ap—c (g)*] sin B 
6 = + [—¢p + 4(p)?] sin B —[— ap —ce (g)] cos B 
tla = + [ep + a (p)?] cos B — [ap —c (9)"] sin B 
f= + [ep + a (p)"] sin B + [ay —c (p)*] cos B 


jis = — Gb (H) a 
&= +c¢(p)— bo 
he + cp—b (p)? 


f= —c(v)?—b@. 
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Now the above equations can be used to eliminate M m, Mye, My3, Mya, Ms3, M S4, 
Mn, My, Mys, Mya, ee. ft tsi, tse, tss, tga, tri, tHe, ts, tra, Pi» Pa Ps, Ni Nas Na» as é, rs 
a and Sh The remaining seven equations in the unknowns, F, Lad oan: Oxy 
S3, Sy, p, B, @1, Wo, W3 and w, are 


+ (S; + S,) sin (y + B) + (Ss + S,) sing + 2F cosy — CO; — 


ee 
HE (c, + G2) cos (p + B) + cos @ [-+ 2 mwpa (¢)?— 2 mwrb (¢)2] + (4.8.1) 
Pain (1. 2mwragp — 2myrby] = 0 
eg) Oe 8) S48.) con y 1 2 Peitip 4 Or — | 
=n (@, + ws.) sin (py + B) ) + cosy [—2 mwrag + 2mwrbo] + (4.8.2) 
+ sing [+ 2 myr a (yp)? — 2 myr b (gp i=0 | 


P,+ P,+ P; + Py—Cy = (m + 2 myer + 2 myer) g \ (4.8.3) 
— a(S, +8,) cosB + ¢ (S,;— S,) sin B + 6 (8S; + S,)—d Creosg — d C;sin 9 — 

TWh pee es Tax,WF , + 

a—_— (@, + ®,) sin B —¢ ——— (a, @®,) cosB = 1, g¢ + (4.8.4) 
+ 2 [Laia, we + Myr (a? + c?)]@ + 2 [Laia, wr + Myr (b? + c2)]¢ + 2 Laie, wr * B 
+c(— P, + P;,—P; + P,)—h Cr cos gp —h Cy sin gp — [+ r (S, + S,) 
— Tox, wr (@, + 3) (p + B)] cos B — [r (Ss + 8,4) — Tox, wR (@3 + 4) 9] — (4.8.5) 
— T, cosy + Trsing = 0 
+ @[— (P, + P,) + 2mwrg)—b[— (P3+ Py) +2mwrg]—dCy—hC_eosp + 
+ h Or sin p— [r (8, + Se) — Ios, wr (oy + ox) (GV + Asin B—[+2rF+ | (4.86) 
+ Dax, wr (@3 + @4)] + Trsing + Treosp = 0 
(P,— P,) k, = (P3— P,) ky. } (4.8.7) 


Expressions for ,, @:, 3; and w, and their first derivatives with respect to time are 
derived from the geometry of the system after postulating that no tangential slip occurs 
and for example for wheel No. 1 read 


, = + \(a¢ 008 g + cpsing)? + (v+cgpcosp—agsing)?- 


: % (ag cos p + cgsin 9) 
- cos |p + B—tan deel 
ah +6 (9)? )|- 


oy =+ Viee—a WF + [ap + ¢ (PEF - cos |p — tan (TE 


As Section II of this paper points out, Equation (2.1) gives the sideforce. For each 
wheel then 


(4.9) 


S;=— (e—c’ P;) Pia Wiha =—= Le Qi. 4 (4.10) 


where the slip angles (a;) are derived from the geometry of the problem as 


; = + p—tan-( apcosp +egsng | 
i= 


v+epoosy —agpsng 


<] eg 2 apCcosp —cpsing 
aoa a eae a (se ae) | 


(4.11) 


—bgpcosp+epsing 
vtegpoosyp+bpsing 
—bpcosp — c@sin gy 
v—cgeoop+bdbgsing 


as = P— tan—1! | 


a, = y—tan— ( 
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V. Solution of Equations of Motion 


The Equations (4.8) through (4.11) are the complete set that governs the problem. This 
set is highly non-linear and undoubtedly has a very complex type of solution. While | 
analogy computer or various approximate analytical methods are possible means of 
studying this problem, this paper will deal only with the case of small motions (per- 
turbation motions). This is accomplished by restricting y and f to small values and 
separating the forces into parts that are periodic in time (with zero “long time” average) 


and constant in time as follows: 


p<l1 

B<l 
F=F,4+F (i) 
P; = Pio + P; (t). 


(5.1) 


Then retaining only the first contributions from the expansions of the trigono- 
metric functions for determination of the stationary terms Pj), Py, P39, Pao and Fy 


we get the following group of time-independent zero order equations: 
2F)—Cro = 0 

Py + Poo + Pao + Pao— Cro = (mM + 2 mwr + 2 mwyr)g 

(Pio — Pro) kr = (P30 — Pao) Kr 

C(— Pit Pa Po + Pag)-= 

+ @ (— Pyp— Po + 2 mwr g) — 6 (— Pao — Pao + 2 mwerg) — 

Sh Cu) i Chi el yi). 


Or, solving these equations 
Fo = + Oto 
Dap ee ah Tery [(ms + 2 mwr + 2 myr)g + Cro] — 
en TGiT [Cro (r + h) + Crod + 29 (mwrb—myra)] 
a 


Py = Poy = Ta +o) lms + 2mwr + 2 mwr)g + Cvo] + 


1 
+ Fa by [Cx (7 +h) + Crod + 29 (mwrb—myra)). 


| (5.2) 


(5.3) 


With Pio, Poo, Pzo, Pao and Fy given by Equation (5.3), the linear contributations to 


the time dependent terms of the solution are determined. 


After some obvious manipulating for determination of F, P,, ROPE. gy and B, 
ys La, Wg, M4, S1, Sy, Ss, Sq, Wy, Wg, Wg, Wy, Oy, Mg, Wz and @, the following set of time- 


dependent first order equations results: 


a 


a,=9+p—2* 
a%=~p+p—“* 


b¢ 
aes re 


(5.4) 
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ay 

a@=p+— 

S; = — (¢ —c’ Pio) Pio(p + 6 — “2) a We 
= ha 

Si = — (6 —c’ Po) Po(p + **) i= 3,4 


1 F ‘ 
Os 0.+ ¢9); O= Cg 
1 : ; ine 
2,4 = (v — cg); Oye =z 7 OD 
Pre tC sina = 0 
[+ (6 — 6 Py) Pig + (@— 0’ Px) Pool (p + 6 —*2) + 
mat (6 —¢' Pay) -P,5-+ (¢ — c’ P40) Pr] (p-+—2 “f) 4 2Fop + Crisinwt + (5.4) 
| + (— 2myra + 2 myrb)o = 0 
P,+ P,+ P, + P,— Crisinot = 0 
(P, _-P.) k, = (P, ay 
a [+ (6 —c’ Py) Pry + (€ — c’ Poy) Pal (y + 6 —*2) — 


—b[ + (¢—c¢' Poo) Po +(e He’ Pao) Pao] (p +) — 4 Ors sin ot — 


— 4 O10 — 25 Tan, we @ = Is + 2 [Leia we + mye (a? + 0°)] 9 a 

+ 2 [Ldia,wr + mye (b? + c?)] p + 2 Lua, rap 
Pi PtP. pg ease ab Ca aatatl (6— 0 Pr), Pigct 
ete ec! Pay) Pool (p+ 8 — SP) + Losey we—v (p + B) +7 [+ (C—c’ Poo) Poo + 


2. b ° 2 
+ (c—c’ Ae aa (p +72) + Lowe = 0G — Tr sin of =) 
a(—P,—P,)—b (— P,— P,)—d On sinwt—h Cn sin wt — 2F r+ 
+ Tr318in wot = 0. 


Having determined Fo, Py, Pop, P39 and Py) from Equation (5.3), the 23 equations 
of the set (5.4) are sufficient to determine the indicated 23 unknowns. Of particular interest 
is the fact that in (5.4), the two starred equations contain only unknowns, » and f. 
These two equations will now be used to solve for the swim angle g and the steering 
angle 6 necessary to keep the car on a straight track. From the first, there results 


~{—2mwra +2mwrd ‘errata | 
p=%| = 2(¢ —¢’ Pio) Pw |+¢ — 2(¢ —¢’ Py) Pro + (5.4%) 
+ 2(¢— ce’ Py) Py +2 (¢ — ¢’ Poo) Psp +.2 Fo O71 sin\w t 1 | 
+9| —2(€—’ Py) Pr |eirearyc omar “ Pyo) P. 


The steering angle 8 can now be eliminated from the second of the starred equations 
(5.4) to give 
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aes ee rs : ow? I dia, WF : 
Ag+ Be+Co+Do+ Eo =Cn Ge Pee ve sin wt 
where 
y 2 Taia, WF (— Mwr a + mwpp bd) 
a (¢ — ¢’ Pyo) Pio 
B 2 Tdia, wR [—a (¢ — €’ Py) Py) + 6 (¢ —e’ Ps) Po] 
ie v(¢— ce’ Py) Pro 
2 
C =—I, — 2 laa, we — 2 Lita, wR — 25 Las, wr — 2 Myr (a? + c?) — oe 
— 2 mye (6b? + c?) + 2 mwra?— 2 myrab oe 
4 (Faw Pl ge Xt Oe 
(¢ — e’ Ryo) Pro 
2b(a+b) — é 
D= o (c—c’ Po) Po 


E =—2(a+ 65) (c—c’ Py) P39 —4 Cro— 24 Fy. 


The steady state solution of this equation is clearly of the form 
yg =9,sn wt +g; cos wt (5.6) 


and by substitution for the amplitude values there results 


w* Idia, WF 
[wt A — wC+ F] On| eee tata 


ioee [o! A — wo? 0+ EB]? + [o® B— w Di? 


(5.7) 


2 T dia, WF 
Ae ee DIG. aes a a| 
lo ees (Ge Pee a 


Pi = Tot A — wo O + BP + [o* B— w Di? 


giving the following for the resultant amplitude of 


2 Tdia, WF 
C _ a| 
vile ae (5.8) 
V[wot A — wo O + BE]? + [wo? B— w D]?° 


Ve? a pi = 


If the above values are substituted into Equation (5.4*) and the following form 
assumed for f: 
b=£6,snot+ B;cosat (5.9) 
then 


B =) 038 | ben o 
r = 2(6 —¢7 PP =i0ae 6 Bee {Pi — 


2a. Dibye F 
oie Py) Po + = (¢—¢ 12) dBc On, 
os male — CP) Pe, OF IN oa8 (6 S57 eee 


—2mwra+t2mwre b +2 (¢ —e¢' Pyy) Py +2 (€ — ce’ Psy) Pay + 2F, 
= 2 10) “10 30) £ 30 0 
Bi % | oa (OO: Tig) Ferg +| = 2 (Cr Oth a Pig let 
PEON pa F 2iD 

rms Pal Puch Ce soeey ie 
+o 


l —2(@—c’ Py) Py 


(5.10) 


Yr. 


Equations (5.7) and (5.8) determine y while Equations (5.9) and (5.10) determine f. 
The unused equations of the set (5.4) now determine the remainder of the unknowns. 
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VI. Illustrative Problem 


To illustrate the type of results predictable by the above equations the following 
specific towing vehicle is considered: 


Mp = 9.56 lb.-sec?/in. 
Myr = 0.2 |lb.-sec?/in. 

: Myr =0.2 x = 0.167 lb.-sec?/in. 
I; = 10¢ lb.-in.-sec? 


I WF = fhe i = 20 lb.-in.-sec? 


Tat WF = Lia, WR =A2 lb.-in.-sec? 


a=. 60: Fey ARETE v = 500 in./sec 
Doe in. Pa Sd BST as ¢ (== F217 Ifrad 
6°=-*30:in- == 6 in. c’ = 0.00598 I/rad - lb. 
d = 102 in. Cyo= 1000 lbs. T, =1,=0 


Zero order solution (from Eq. [5.3]): 
1 
Fo = 5 Cu = 0 


Peet e970 1b} tage al ap — 116 Ih. 
Then 
S, Sy ee , 
= = = (62 Cc’ Py) Pip = 61701b./rad 
ay a, 
3 4 
So for Eq. (5.8) from (5.5) 
Aa ——20) 
B = — 0.248 lb.-in.-sec? 
C = — 14,000 lb.-in.-sec? 
D =— 178,600 lb.-in.-sec 
E = — 1,240,000 lb.-in. 
I dia, WF RA wns 
Goc Payee= +0.001945 in.-sec 
; a + d = 162 in. 
— 2mwra— 2mwyrb 0 
—2(¢—¢’ Py) Py 
2 (¢ — ¢’ Pro) Py + 2(6 — 6’ Poo) Poo +2Fo _ 1.762 
— 2(¢ —e’ Py) Pio : 
Dee 
= 2-6 — ¢’ Py) Py + 22> (@ — © Poo) Pao 
= +0.01037 
— 2(¢—¢’ Py) Pr aj 
and 


wo? Tdia, WF 
amplitude of p _ Gow ear tard 
Cr V4 [ot A — w? 0 + E}? + [o* B— w DI? 
+ 0.001945 wm? + 162 
~ [14,000 wo? — 1,240,000]? + [— 0.248 w + 178,600 w]? 
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If the above equation is multiplied by d the result is the amplitude of the trans- 
verse motion of the towpoint. Figure 5 shows the amplitude of transverse motion of 
the towpoint per unit of excitation force Cri and its phase angle with respect to Cri 
as a function of frequency up to 3 cycles per second which is probably above the 
frequency at which corrections can be made. 

The presence of very heavy damping for oi 
the case considered should be pointed out. ae 
Figure 6 shows the amplitude of the steering 
angle f and its phase angle with respect to 
Or, as a function of frequency. 
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Figure 6. Amplitude of the Steering Angle £ 

per Unit Driving Force Amplitude C71 and 

its Phase Angle with Respect to O71 for 
Illustrative Problem 


Figure 5. Amplitude of the Swim Angle 

per Unit Driving Force Amplitude O71 and 

its Phase Angle with Respect to Cri for 
Illustrative Problem 


VII. Conclusions 


The results of this analysis make possible a prediction of the motion of a towing 
vehicle, moving with a constant forward velocity, due to a specified force system acting 
at the towing vehicles towpoint for specified steering conditions. The reader should 
note that while the force excitations séems typical of those applied by a trailer the solu- 
tion is applicable to any force system expressible by the force system shown in Figure 2. 

The special assumptions regarding the steering, i.e. that the steering is such that 
the center of gravity of the towing vehicle does not move laterally, is considered by the 
authors as the one most desired by the driver. The analysis is a first attempt to include 
the effect of steering on vehicle motion and as more is discovered regarding the way 
drivers make steering corrections this type of analysis can be made to better predict 
actual performance of a system built up by a towing vehicle and a trailer. 

With this analysis several towing vehicles can be compared for suitability of towing 
a given trailer. Phenomena such as the trailer becoming a dynamic vibration absorber 
should be predictable if the trailer properties are known. 
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Eine Formel fiir den Umfang des Ovals 
Von D. Maa, Karlsruhe 


Die Anwendungsmoglichkeiten von Ovalraddern auf vielen Gebieten des Maschinenbauwesens 
sind allgemein bekannt, ein Standardbeispiel ist der Ovalradzahler zur Messung von Flissig- 
keitsmengen. 

Uberraschenderweise findet sich in der Literatur, soweit dem Verfasser bekannt, keine 
Formel zur Berechnung des Umfangs eines Ovals bei gegebenen Halbachsen. Nattirlich kann, 
da die Umfangsberechnung notwendig auf ein elliptisches Integral fihrt, von einer solchen 
Formel nur erwartet werden, daf sie einen (méglichst einfachen) Zusammenhang mit den 
tabelliert vorliegenden elliptischen Normalintegralen aufzeigt, so daf im Ejinzelfall die Be- 
rechnung mit der Genauigkeit der bentitzten Tabelle erfolgen kann. Eine derartige Formel 
sei im folgenden hergeleitet. 

Ist a die groRe, b die kleine Halbachse eines Ovals, so lautet dessen Gleichung in Polar- 
koordinaten, wenn man noch (a — b)/a =e setzt, 


r = b/(1 — e cos* 9g), (1) 
wobei 0 <e <1 ist. (Die beiden Extremfalle des Kreises [e = 0] und der doppelt durchlaufenen 
Strecke [e = 1] seien i gi ausgeschlossen.) Fir den Umfang 8 erhalt man 


m/2 
ER, V1 + (422 — 2e) cos? y — 3 62 cos*p 
== 2 tidy = 4b dy D) 
c= fie (dr/dp)2 dp J (eee (2) 
oder mit der ebutitition t = cos? gy: 
1 

geet ae + (4e2 — 2e) t— 38 4 (3) 

b , lay eae 

(2—e)u+e 


Durch die weitere Substitution t= wird erreicht, da der Integrand 


é€ ae — e) u+1 
in eine gerade Funktion ‘ibergeht. Es ergibt a 


S l1—e (= 4) du ‘ (4) 
Ly oe ee J V(u2— A2) (u2 — B2)’ 
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wobei die Abkiirzungen A? = (e? — e + 1)/(2—e)? und B? = e?/(2 — e)? benitazt wurden. — Im 
ganzen e-Bereich gilt 0< B< A <1, so daf die folgenden Beziehungen bestehen!: 


B 
; 2 du 1 
iiaer ee | Vu) By) A 4 
Fund # reread die Normalintegrale erster und zweiter Gattung: 
x/2 
RF ( 7 B i 1 4 
2° A ; V1 — B2/A2 sin? y 
m/2 


B 
n=H(5 1) [vie sin? y dy. 
é 


Aus (4) und (5) folgt 


8 1—e 

eee, =A 6 

4b 2-—e oie (8) 
oder, indem man die Groen e, A, B wieder durch a und 6 ausdrickt, 


(7) 


—b 
sa4le—ab+-B (3 Z ) 


22 Vat—ab +b 


(7) wurde hergeleitet unter der Voraussetzung 0<e<1. Man tberzeugt sich aber leicht, dai 
auch die Falle e=0 (S =2za) und e=1 (S = 4a) durch (7) miterfaBt werden. 


(Hingegangen am 29. Juni 1959) 
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Thermische Turbomaschinen. Von W. Traupel. Erster Band: Thermodynamisch-stromungstech- 
nische Berechnung. Mit 402 Abbildungen und 6 Tafeln. XII, 407 S. Berlin-Gottingen-Heidelberg: 
Springer-Verlag. 1958. Ganzl. DM 58.50. 


Der einschrankende Titel ,,Thermische Turbomaschinen“ des umfangreichen zweibandigen 
Werkes soll andeuten, daf nur Verdichter und Turbinen fiir kompressible Medien Behandlung fin- 
den, wo ja die Stromungsvorgange mit den thermischen Vorgangen eng verkniipft sind. Im vor- 
liegenden ersten Band werden die stroémungstechnischen und thermodynamischen Probleme, die 
bei der Konstruktion von Turbomaschinen auftreten, behandelt. Der zweite Band soll vor allem 
Problemen der Maschinendynamik sowie Festigkeits- und Regelungsfragen gewidmet sein. 

An die Spitze gestellt ist das Kapitel ,,Thermodynamische Grundlagen‘. Damit soll jedoch 
zweifellos keine lehrbuchmafige Einfiihrung in die Thermodynamik gegeben werden; die knappe, 
manchmal eigenwillige Darstellungsart deutet dies zur Geniige an. Es wire aber verfehlt, einem fir 
den in Konstruktion und Entwicklung tatigen Ingenieur geschriebenen Buch eine ,,Einfiihrung“ 
in die Thermodynamik einzugliedern. Die ,,Grundlagen‘ sollen vielmehr den Leser mit der Schreib- 
weise des Autors und den von ihm verwendeten Definitionen vertraut machen. An dieser Stelle 
moge gleich bemerkt werden, daS es sich der Autor angelegen sein la8t, nur mit sauber definierten 
Begriffen zu arbeiten: Das gilt fiir den Isentropenexponenten in gleicher Weise wie fiir Beiwerte 
von Fligelgittern und (dimensionslosen) Kenngréf8en fiir Verdichter- und Turbinenstufen. Die Ver- 
wendung nicht dimensionsloser KenngroBen wird mit Recht abgelehnt. Ubrigens sind simtliche 
Gleichungen als GroBengleichungen geschrieben, d. h. sie gelten fir ein beliebiges koharentes Mab- 
system und sind frei vom Ballast reiner Zahlenfaktoren (z. B. vom mechanisch-kalorischen Aqui- 
valent). 

Die eigentliche Theorie der Turbomaschinen beginnt mit den Arbeitsverfahren von Turbine 
und Verdichter und schreitet fort tiber die elementare Theorie der Stufe (eindimensionale Theorie) 
zum Schaufelgitter und zur raéumlichen Stroémung. In der Gittertheorie wird von konformer Ab- 
bildung und Singularitatenmethode Gebrauch gemacht. Daran schlieBen sich recht ausfihrliche 


+ Siehe z. B. Byrd and Friedman, Handbook of Elliptic Integrals for Engineers and 
Physicists. S. 58 Nr. 219.00 und Nr. 219.05. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1954. 
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Bemerkungen itber die Beriicksichtigung des Kompressibilitiitseinflusses, tber Gitter fiir starke 
Ablenkungen und iiber die Gestaltung der Schaufeln, wobei im Hinblick auf Axialverdichter 
Laminarprofile nicht unerwahnt bleiben. Die riumliche Theorie der Stromung durch Turbomaschi- 
nen beriicksichtigt natiirlich nicht die endliche Schaufelzahl — hier wird auf die Originalliteratur 
verwiesen —, beschiftigt sich aber eingehend mit dem Problem des Verlaufes der Meridianstrom- 
linien bei unendlicher Schaufelzahl. Ein Abschnitt tiber die Mitteilung der Verluste tiber den Radius 
beschlieBt das Kapitel ,,Raumliche Stromung*. 

In den folgenden Kapiteln ,,Berechnungsunterlagen‘’ und ,,Auslegung der mehrstufigen 
Maschine“ wurde eine grofe Menge fiir den Konstrukteur sehr wertvollen Materials zur Darstellung 
gebracht, das hier nur beziiglich einiger weniger Punkte niiher erwihnt werden kann: Die instru- 
mentellen Hilfsmittel bei der experimentellen Untersuchung von Turbomaschinen werden behan- 
delt, und zwar vom Staurohr bis zu Versuchsmaschinen und ganzen Priifstanden. Dabei wird nicht 
versaumt, auf die Schwierigkeiten und Tiicken einzugehen, die sich einer experimentellen Unter- 
suchung entgegenstellen und die bekanntlich in gleichem MaSe unangenehm werden kénnen wie 
die Klippen bei einer rein theoretischen Untersuchung. 

Auch den interessanten Problemen, die bei Nafidampfstufen auftreten, ist ein Abschnitt ge- 
widmet. Da allerdings die Theorie der Str6mung von Zweiphasengemischen noch nicht sehr aus- 
gebaut ist, kénnen die Ausfiihrungen dieses Abschnittes naturgemaf keine Detailfragen behan- 
deln. 

Am Schlu8 des Bandes steht der Abschnitt ,,Gesamtcharakteristik der Verdichterschaufelung‘. 
Hier wird in gedrangter Form das Pumpverhalten der Verdichter umrissen. Der Verfasser zeigt 
hier durch prazises Herausarbeiten der wesentlichen Punkte dieses recht heiklen, komplexen 
Problemkreises seine didaktischen Fahigkeiten. Es mége abschlieBend bemerkt werden, da8 sich 
der Verfasser auch bei der Darstellung speziellster Einzelfragen nicht zu einer zwar bequemen, aber 
ebenso undurchsichtigen wie unfruchtbaren Koeffizientenwirtschaft verleiten lat, sondern immer 
den zugrunde liegenden physikalischen Vorgang im Auge behilt; ein Umstand, der den wissenschaft- 
lich arbeitenden Ingenieur, dem es nicht um die bloBe ,,Berechnung‘‘ einer Maschine, sondern um 
das Verstindnis der Vorginge in einer Maschine geht, sofort anspricht. H. Bednarczyk, Wien 


Analysis of linear systems. Von D. K. Cheng. (Addison-Wesley Series in Electrical Engineering.) 
Mit zahlreichen Textabb., XIII, 431 8. Reading (Mass.) - London: Addison-Wesley Pu. Co. 1959. 
$ 8.50, £ -/64/-. 


Die Untersuchung linearer Systeme spielt in den Ingenieurwissenschaften eine grofe Rolle, 
da viele Systeme zumindest angenahert (z. B. in der Umgebung des Arbeitspunktes) als linear 
angesehen werden konnen und die mathematische Losung der beschreibenden Differentialglei- 
chungen dann keine grundsidtzlichen Schwierigkeiten bereitet. Neben der klassischen Methode 
zur Losung der Differentialgleichungen haben sich jedoch auch andere, dem physikalischen Sach- 
verhalt naturgemaéBere Methoden herausgebildet, die im wesentlichen auf der Laplace-Trans- 
formation beruhen. 

Das vorliegende Werk will nun dem Studenten eine der Denkweise des Ingenieurs besonders 
angepa&te Einfiihrung in dieses wichtige Sachgebiet geben. Nach der Definition des Begriffes 
,.Lineares System‘‘ vom physikalischen und vom mathematischen Standpunkt aus wird zunachst 
die klassische Lésungsmethode fir lineare Differentialgleichungen erster Ordnung und hoherer 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten gegeben. Sodann werden lineare elektrische Systeme 
behandelt, die sich durch einen Parameter beschreiben lassen und daher auf gewohnliche Differen- 
tialgleichungen fiihren. Der naichste Abschnitt zeigt die Analogie zwischen elektrischen Systemen 
und anderen physikalischen, insbesondere mechanischen Systemen auf. Diesen Analogien kommt 
eine besondere Bedeutung zu, weil gerade fiir elektrische Systeme eine Reihe von Routinemethoden 
entwickelt wurden, die eine wibersichtliche Darstellung und Behandlung des Systems erlauben. 
Es folgt dann die Einfiihrung der Fourier-Reihen und der Fourier-Integrale, aus denen die Laplace- 
Transformation entwickelt wird. Hier wird zwar die Umkehrformel gegeben, jedoch deren allge- 
meine Anwendung nicht ausfiihrlich besprochen, da keine wesentlichen Kenntnisse aus der 
Funktionentheorie vorausgesetzt werden. Es folgen Anwendungen, insbesondere auch auf die 
Regelungstechnik, wobei sich Gelegenheit ergibt, auf Stabilititsfragen einzugehen. Einige weitere 
Abschnitte behandeln ein fiir die Untersuchung von Impulssystemen sehr zweckmabiges diskretes 
Gegenstiick der Laplace-Transformation, das als Z-Transformation bezeichnet wird. Im letzten 
Abschnitt werden einige auf partielle Differentialgleichungen fihrende lineare Systeme besprochen 
und deren Lésung mit Hilfe der Laplace-Transformation durchgefihrt. Ein Anhangkapitel zeigt 
die Lésung algebraischer Gleichungen mit Hilfe der Methode von Graeffe, ein weiteres gibt Tabellen 
fir die Laplace-Transformation. Eine gro®e Zahl von Autgaben, deren Lésungen am Schluf 
angegeben werden, sowie viele instruktive Abbildungen erleichtern das Studium dieses Buches. 
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Die Darstellung verzichtet auf die Wiedergabe laingerer mathematischer Beweise, an deren 
Stelle heuristische Uberlegungen treten, wobei jedoch auf diesen Umstand jeweils hingewiesen 
wird. Das Buch kann nicht nur dem Studenten der Elektrotechnik, sondern tiberhaupt jedem 
angehenden Ingenieur besonders zum Studium empfohlen werden, da es ihm viele Begriffe und 


Methoden der Mathematik in einer besonders anschaulichen Weise naherbringt. 
H. Bukovies, Wien 


Baustatik. Theorie und Beispiele. Von K. Hirschfeld. Mit 1263 Abbildungen (1849 Einzeldarstel- 
lungen) im Text und in 217 Zahlenbeispielen sowie mit 38 Zahlentafeln mit 560 Figuren. XVI, 
823 S. Berlin-Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1959. Ganzleinen DM 76.50. 


Im vergangenen Jahrzehnt ist neben den erginzten Neuauflagen bewdhrter alterer Werke 
noch eine ganze Reihe neuverfafter Lehrbiicher tiber das Gesamtgebiet der Stabstatik erschienen, 
die alle ihre Eigenstindigkeit pflegen und sich daher nicht im Wege stehen. Auch das vorliegende 
Werk, das K. Hirschfeld unter Zugrundelegung seiner an der Technischen Hochschule Aachen 
gehaltenen Vorlesungen ausgearbeitet hat, fiigt sich diesem Rahmen ein; es erhalt durch die 
Aufnahme von 217 vollstandig durchgerechneten Zahlenbeispielen — rund die Halfte des sehr 
umfangreichen .Buches ist der Anwendung der Theorie gewidmet — seine besondere Note. Der 
Inhalt ist in sechs Abschnitte unterteilt, von denen der fiinfte, die Berechnung der statisch 
unbestimmten Systeme behandelnde Abschnitt mit 513 Druckseiten der umfangreichste ist. 
Ihm vorangestellt sind die Abschnitte tiber die Grundlagen der Baustatik, tiber die in der Baustatik 
verwendeten Verfahren der Kinematik (die im Hinblick auf ihre Anschaulichkeit vor allem bei 
der EinfluBlinienbestimmung statisch bestimmter Tragwerke von Bedeutung sind), tber die 
Berechnung der elastischen und thermischen Formainderungen der Tragwerke und iiber die prak- 
tischen Methoden zur Auflésung der Elastizitatsgleichungen. Ihm angeschlossen ist ein Abschnitt 
mit der Theorie des Balkens und der zentralsymmetrisch belasteten Kreisplatte auf elastischer 
Unterlage; er dient der Bemessung der Fundamente mit Hilfe des Bettungszifferverfahrens. 
Den Abschlu8 des Buches bildet ein Anhang mit einer groBen Zahl von baustatischen System- 
skizzen zur Durchfiihrung von Ubungsaufgaben sowie ein Anhang mit 38 baustatischen Hilfstafeln. 

Der Inhalt des Buches bestreicht die gesamte Theorie erster Ordnung der ebenen Fachwerke 
sowie der ebenen und der einfachen raumlichen Stabwerke. Die gewonnenen theoretischen Erkennt- 
nisse werden tibersichtlich zusammengestellt und ihre praktische Verwertung wird sogleich an 
sorgfaltig ausgewahlten Zahlenbeispielen vorgefiihrt. Die Bezeichnungsweise und die verwendeten 
Symbole entsprechen weitgehend den osterreichischen Gepflogenheiten. Die Systematik des 
Aufbaues und die hervorragende drucktechnische Ausstattung (1849 Einzeldarstellungen im 
Text und 560 Figuren in den Zahlentafeln) seien besonders hervorgehoben. Bei der Anwendung 
des Formanderungsverfahrens und der zugehérigen Ausgleichsmethoden von Oross und Kani 
wird auch auf Stabe mit ortsveranderlichem Querschnitts-Tragheitsmoment (Stahlbetonstibe 
mit Endschragen) Rucksicht gnommen. Um hier von den Guldanschen Tafeln fiir die Stabfestwerte 
unabhangig zu sein, werden diese Stabfestwerte in ihrem urspriinglichen, auf die Endneigungen 
des einfachen Balkens Bezug nehmenden Formelkleid eingefiihrt und nur die Hilfswerte zur 
Bestimmung dieser Endneigungen in bekannter Weise tabelliert. Der Berechnung des Vierendeel- 
tragers ist ein ganzer Unterabsehnitt mit 68 Seiten gewidmet. Bei der Auswahl der Beispiele 
dominiert in allen Abschnitten der Massivbau; die Tragwerktypen des Stahlbriickenbaues (Drei- 
gurtsysteme aller Art, Schragseilbriicken, Fachwerkbogen u. a.) treten ganz in den Hintergrund. 

Wenn ungeachtet des umfassenden Inhalts des Werkes noch kleine Erginzungswiinsche ange- 
meldet werden dirfen, so sei (da die Baustatik auch dem Stahl- und Leichtbau mit seinen diinn- 
wandigen Stabquerschnitten zu dienen hat) vor allem angeregt, den Darlegungen iiber die Grund- 
lagen und die getroffenen Voraussetzungen noch mehr Raum zu geben. Ich denke da an die 
Annahmen tber die Profilform und die Schubmittelpunktlage (der Schubmittelpunkt kommt im 
Buch nicht zur Geltung), an den statischen Kraftbegriff (die Kraft als Ursache einer Formanderung 
zu definieren, vermag wegen der Existenz thermischer Forminderungen nicht ganz zu befriedigen) 
und an die Erérterungen, die an die Verwendung des Kilogramms als Krafteinheit zu knipfen 
waren; ferner an eine Gegeniiberstellung der baustatischen Theorien erster und zweiter Ordnung 
und schlieBlich auch an die baustatische Behandlung seilabgespannter Konstruktionen. Beim 
Satz von Oastigliano konnte man auf den Begriff der Erganzungsarbeit und das Prinzip der 
virtuellen Krifte eingehen, und bei der Erweiterung des Satzes von Mohr und des Winkelgewichts- 
verfahrens auf nicht balkenartig gelagerte Trager konnten die allgemeinen Regeln von Postuvanschitz 
fir die Ausbildung des Ersatztrigers angegeben und auf Seite 102—104 angewandt werden. 
Bei den Beispielen auf Seite 231—233 wire der Leser darauf aufmerksam zu machen, da die 
Kragplatte bei der Bestimmung der Torsionsmomente des Triigers naherungsweise durch von- 
einander unabhangige Kragplattenstreifen ersetzt gedacht ist. Bei der Unterteilung der Stab- 
werkprobleme in zwei Gruppen wire es (im Hinblick auf die Knotenverschiebungen, die im Fall 


Buchbesprechungen 191 


der Temperaturiinderung, der Stiitzpunktverschiebung und der iterativen Erfassung des Einflusses 
der elastischen Stablingeniinderungen entstehen) vielleicht besser, nicht die Unverschieblichkeit 
und die Verschieblichkeit der Knoten, sondern das Bekanntsein und Nichtbekanntsein der Stab- 
drehwinkel als Kriterium zu verwenden. FE. Chwalla, Graz 


Lexikon der Kern- und Reaktortechnik. Herausgegeben von K. H. Hécker und K. Weimer. In 
zwei Banden. Mit 310 Abbildungen und zahlreichen Tabellen, 1685 8. Stuttgart: Franckh’sche 
Verlagshandlung. 1959. Geb. DM 125.—. 


Es gibt aus letzter Zeit wohl wenige Biicher, deren Erscheinen als so notwendig empfunden wird 
wie das Lexikon der Kern- und Reaktortechnik von K. H. Hécker und K. Weimer. Siebenund- 
zwanzig hervorragende Fachleute und Entwicklungsstellen, die sich mit Kernphysik und Reaktor- 
technik befassen, wurden fiir diese gemeinsame Arbeit gewonnen, die auf knapp 1700 Seiten in 
mehr als 3000 Stichwoértern unser Wissen aus Theorie und Praxis der Atomwissenschaft pragnant 
zusammentaBt. Die babylonische Sprachenverwirrung, die auf dem Gebiete der Reaktortechnik 
wegen der oft ungliicklichen Ubersetzungen und Verballhornungen englischer Ausdriicke besteht, 
findet in diesem Werk, wenn auch nicht ihre endgiiltige, so doch eine teilweise Lisung. Bei den 
Ubersetzungen sind die Empfehlungen deutscher und internationaler Normenausschisse beriick- 
sichtigt worden. Nach jedem Stichwort steht die englische und franzésische Fachbezeichnung, und 
am Schlu8 ist auf etwa 200 Seiten ein englisch-deutsches und ein franzésisch-deutsches Worter- 
verzeichnis eingefiigt. Dadurch, daf an dem Werk Experten verschiedener Fachgebiete mitgearbei- 
tet haben, kommen alle einschlagigen Gebiete physikalischer, technischer und biologischer Richtung 
mit annahernd gleichem Gewicht zur Sprache. Die einzelnen Sachgebiete mit ihren Bearbeitern 
sind: Atom- und Kernphysik (W. Braunbeck), Isotopentrennung (W. Groth), Vollstindig jonisierte 
Plasmen, Magnetohydrodynamik (H. Kdppeler), Reaktorphysik, Fusion (K. Hécker), Reaktor- 
dynamik, Transporttheorie (H. Griimm), Brennstoffzyklen (AEG. Kernenergieanlagen), Thermo- 
dynamik und Warmeiibertragung (W. Keller), Warmetechnik und Konstruktionselemente (W. Jun- 
kermann), Kernverfahrenstechnik (W. Mialki), Steuern und Regeln (H. Schultz), Reaktorbeschrei- 
bungen (M. Ritzi), Reaktorkraftwerke (H. Schenk), Strahlenphysik (/. Herre), Neutronenphysik 
(kK. Alexander), Metallkunde (2. Gebhardt), Reaktorwerkstoffe (@. Metz), Radiochemie (W. Seel- 
mann-Hggebert), Strahlenchemie (S. Réssinger), Brennstoffaufbereitung (S. Krawezynski), Strahlen- 
schutz (B. Rajewsky), Radiologie (H. Langendorf), Isotopentechnik (G. Prépstl), MeBgerate, Elek- 
tronik (H. Busse), Instrumentierung am Reaktor (A. Wensel), Spezielle Geraite der Kerntechnik 
(K. Weimer), Forschungsstellen, Organisationen (W. Miller), Beratung bei franzésischen Ausdriicken 
(M. Pluchery). 

Eine Reihe von Tabellen, z. B. iber ausgefiihrte Reaktoren mit ihren charakteristischen Daten, 
tiber die bekannten Isotopen, die Wirkungsquerschnitte, Strahlungsschaden usw., erganzen den 
Text. Man erkennt, die verdienstvollen Herausgeber haben sich von dem Grundsatz leiten lassen: 
,,Wer vieles bringt, wird manchem etwas bringen.‘‘ Darum ist das Werk in gleicher Weise dem 
Ingenieur, dem Physiker, dem Konstrukteur, dem Baufachmann, dem Hygieniker usw., kurz allen, 
die direkt oder indirekt mit der Atomenergie zu tun haben, ein unentbehrlicher Helfer bei ihrer 
Arbeit. W. Glaser, Wien 


Vorlesungen iiber héhere Mathematik. Von A. Duschek. Zweiter Band: Integration und Differen- 
tiation der Funktionen von mehreren Verinderlichen. Lineare Algebra. Tensorfelder. Differen- 
tialgeometrie. Zweite, neu bearbeitete Auflage. Mit 136 Textabb., VIII, 401 8. Wien: Springer- 
Verlag. 1958. S 270.—, DM 45.—, sfr. 46.10, $ 10.70, £ 3/16/6. — Ganzleinen S 288.—, DM 48.—, 
sfr. 49.10, $11.45, £4/1/6. 

Die zweite Auflage des zweiten Bandes ist vom Verfasser noch vor seinem Tode soweit fertig- 
gestellt worden, da® sie in seinem Sinne nun von seiner Witwe herausgegeben werden konnte. 
Die ziemlich weitgehende Umschichtung innerhalb des ersten und zweiten Bandes gegeniiber der 
ersten Auflage wird in den Tabellen zu Beginn des zweiten Bandes wiedergegeben. Der zweite 
Band umfaBt jetzt: Differentiation von Funktionen mehrerer Variabler (einschlieBlich der Grund- 
begriffe der Vektorrechnung), Integration von Funktionen mehrerer Variabler; lineare Algebra 
(einschlieBlich Vektoren und Tensoren); Tensorrechnung (mit Raumkurven und Grundziigen der 
Flichentheorie). Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik werden nicht mehr gebracht. Wieder 
werden zahlreiche Aufgaben gegeben, deren Losungen am Schluf zusammengestellt sind. 

Mit den in zweiter Auflage vorliegenden ersten zwei Banden ist im wesentlichen der Stoff der 
an der Technischen Hochschule im ersten Jahr vorgetragenen Mathematikvorlesung wiedergegeben, 
wobei auf die zahlreichen, der Anwendung entnommenen Beispiele ausdriicklich hingewiesen sei. 

Dieses Werk wird sich auch in zweiter Auflage zweifellos grofer Beliebtheit erfreuen. 

H. Hornich, Wien 
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Die heterogenen Gleichgewichte. Von R. Vogel. 2., bearbeitete Auflage. Mit 514 Abb., XXII, 728 SY, 
Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft Geest und Portig K. G. 1959. Geb. DM 54.—. 


Die heterogenen Gleichgewichte“ erschienen in erster Auflage als Beitrag des Handbuches 
der Metallphysik, das seinerzeit Masing redigierte. Es zeigte sich aber bald, daB R. Vogel vor ttber 
20 Jahren ein Standardwerk geschaffen hat, das sich nicht allein als zuverlassiger Ratgeber in 
Konstitutionsfragen bei metallkundlichen Problemen erwies, sondern fiir alle Fragen der hetero- 
genen Gleichgewichte durch seine uniibertreffliche Darstellung mafigebend wurde. Da es sich hier 
um einen der selteneren Fiille in der Naturwissenschaft handelt, bei dem an der Grundkonzeption 
— im Sinne der unverinderlich geltenden thermodynamischen Gesetzmafigkeiten — kein Wandel 
eintritt, ist die Neubearbeitung auf relativ geringfiigige Erganzungen beschrankt. Allerdings 
wurde in dankenswerter Weise die Anzahl aktueller und charakteristischer Realbeispiele erweitert, 
die besonders geeignet sind, den an sich etwas spréden Inhalt zu beleben und aufzulockern. 

Die bei den Einstoffen angefiihrten allotropen Formen von Metallen sind leider nicht voll- 
standig, auch nicht nach dem letzten Stande wiedergegeben ; das ist aber kein ins Gewicht fallender 
Mangel. Natiirlich erhebt sich die Frage, ob nicht z. B. die Theorie der Zweistoff-Mischungen etwas 
stirker ausgebaut werden kénnte, ohne den Gesamtinhalt zu sehr mit Details zu belasten. Der 
groke Vorzug des Werkes liegt aber vor allem in dem sparsamen Gebrauch der grundlegenden 
Beziehungen und in der diesem Stoff angepaBten ausgiebigen diagrammatischen Darstellung. 
Demgema8 wurde bei gleichem Umfange wie friiher die Zahl der Abbildungen noch vergroBert. 
Ohne diese ist ein Eindringen in die Lehre der heterogenen Gleichgewichte schlechthin unméglich. 
Die Aufnahme eines Kapitels titber Gleichgewichte mit extremen Flichtigkeitsunterschieden, 
die bei Prozessen der Zinkverhiittung beispielsweise von Interesse sind, wird man begrifen. Eine 
austtihrliche Diskussion befaBt sich ferner mit den Anomalien beim eutektischen Punkt, ein 
Problem, dem wegen der technischen Bedeutung heute viele Untersuchungen gewidmet sind. 
Neu ist auch die Beriicksichtigung glasartiger Konstituenten, die bei vielen metallurgischen 
Reaktionen eine Rolle spielen. Beim Fe-Silikat ist offensichtlich Fayalit (Fe,SiO,) gemeint! 
Die ohnedies unvollstandigen Tabellen der 1. Auflage mit intermetallischen Verbindungen wurden 
nunmehr fortgelassen; sie sind fiir den eigentlichen Zweck des Buches gar nicht erforderlich. 
Dies ist vielmehr Aufgabe von Sammelwerken. Gliicklich darf man auch den Einbau der in der 
Hauptsache auf Vogels Forschungen zurickgehenden Sulfidsysteme bezeichnen, welche anschaulich 
die Affinitatsverhaltnisse demonstrieren. Unter den Realbeispielen von Dreistoffen ist auch jenes 
gut studierte von Al-Mg-Zn ausgewahlt, das vielleicht den didaktischen Nachteil hat, daB das 
Randsystem Mg-Zn besonders kompliziert ist. Die Befreiung des Buches von der Aufzihlung 
der Literaturzitate verschiedener Dreistoffe gereicht ihm nur zum Vorzug. 

Vogels Werk ,,Die heterogenen Gleichgewichte“ wird daher auch in 2. Auflage ein unentbehr- 
liches Lehrbuch bleiben, und der weite Kreis, der sich mit der allgemeinen Konstitution der Fest- 
korper beschaftigt, wird stets den hohen Wert dieses Buches zu schitzen wissen. Druck und Aus- 
stattung sind gut. H. Nowotny, Wien 


Higentiimer, Herausgeber und Verleger: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fir den Inhalt verant- 
wortlich: Prof. Dr. H. Parkus, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13. — Druck: Steyrermtihl, Wien VI, 
GumpendorferstraBe 40—44, 
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x : Die Hochspannungs-Freileitungen. Von Dr. Ing. Karl Girkmann, o. Professor an der 


Technischen Hochschule in Wien, und Dr. Ing. Erwin Kénigshofer, Oberingenieur der Osterr. 
Elektrizitatswirtschafts-A G. (Verbundgesellschaft) in Wien. Zweite, erweiterte Auflage. Mit 
692 Abbildungen im Text und 124 Zahlentafeln. XV, 655 Seiten. Gr.-8°. 1952. 

: Ganzleinen S 564.—, DM 94.—, sfr. 96.—, $ 22.40 


Dieses Handbuch gibt einen yollstindigen Uberblick tiber alle mit dem Freileitungsbau zusammenhangenden 
Fragen... Fast die Halfte des Werkes umfa8t die Darstellung des Mastbaues. Der eingehenden Behandlung der 


‘Berechnung und Konstruktion der Maste aus Stahl, Holz und Stahlbeton geht jeweils eine Darstellung der Bau- 
_Stoffe sowie der theoretischen Grundlagen voraus. Bei den Berechnungsverfahren ist besonderer Wert auf die An- 
_ wendungsméglichkeit fiir die praktische Entwurfsarbeit gelegt. Ihrem erheblichen Anteil an den Gesamtkosten 


entsprechend ist der Griindung ein eigener Abschnitt eingeraumt, der nach seiner Beschreibung der verschiedenen 
Griindungsarten die gebrauchlichen Berechnungsverfahren wiedergibt.. .“ Der Bauingenieur 


Elementare Baustatik fir Studium und Praxis. Von Dr. Ing. habil. Richard Guldan, 
o. Professor an der Technischen Hochschule Hannover. Mit 540 Textabbildungen, 6 Tafeln 
und 44 Zahlenbeispielen. XVI, 295 Seiten. Gr.-8°. 1956. f ; 

a: . . en ie : Ganzleinen S 234.—, DM 39.—, sfr. 39.90, $ 9.30 

», ++ Diese klare, systematische Gliederung und die vielen iibersichtlichen Darstellungen tragen wesentlich dazu 


bei, daB dieses Buch seiner Aufgaben volJkommen gerecht wird, dem Studierenden als Anleitung und Helfer und 
dem in der Praxis stehenden Bauingenieur als Nachschlagewerk zu dienen. Die gute Ausstattung entspricht dem 


: vorziiglichen Inhalt des Buches, so da8 eine Anschaffung nur empfohlen werden kann. Bauplanung— Bautechnik 


Fd Die Cross-Methode und ihre praktische Anwendung. Von Dr. Ing. habil. Ri- 


chard Guldan, o. Professor an der Technischen Hochschule Hannover. Mit 800 Textabbil- 
dungen, 75 Tafeln und 46 Zahlenbeispielen. XIX, 472 Seiten. Gr.-8°. 1955. 


Ganzleinen § 432.—, DM 72.—, sfr. 73.70, $ 17.15 


EinfluBfelder elastischer Platten. Von Dipl.-Ing. Prof. Dr. techn. Adolf Pucher, Graz. 


Zweite, verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 10 Textabbildungen und 81 Tafeln. VIII, 
15 Seiten Text. Quer-4°. 1958. Ganzleinen S 210.—, DM 35.—, sfr. 35.80, $ 8.35 


>,» Das Tafelwerk von A. Pucher hat in seiner neuen, zweiten Auflage wesentliche Erweiterungen erfahren. Die 
Anzahl der HinfluGfelder ist von 52 auf 81 angewachsen. In der praktischen Anwendung spielen die rechteckférmigen 
Platten, der Plattenstreifen sowie der Plattenhalbstreifen die Hauptrolle. Daher sind die Ergaénzungen vornehmlich 
in dieser Plattenform zu finden, wo die Kombination der Randstuitzungsarten erweitert wurde... Sehr willkommen 
diirften die neuen Momenten-EHinfluBfelder fiir freiaufliegende und totaleingespannte Kreisplatten sein... Das vor- 
liegende Tafelwerk hat als ,Instrument‘ zur Berechnung yon Platten eine grundlegende Bedeutung, indem sehr 
sehwierige Auswertungen ein fiir allemal in endgiiltiger Form vorliegen, die der heute so gehetzte Bauingenieur 
direkt tibernehmen und mit minimalem Zeitaufwand auswerten kann.“ i. Schweizerische Bauzeitung 


Lehrbuch des Stahlbetonbaues. Grundlagen und Anwendungen im Hoch- und Briicken- 
bau. Von Dipl.-Ing. Professor Dr. techn. Adolf Pucher, Graz. Zweite, verbesserte und ver- 
-mehrte Auflage. Mit 321 Textabbildungen. X, 331 Seiten. Gr.-8°. 1953. 


Ganzleinen S 192.—, DM 32.—, sfr. 32.70, $ 7.60 


instationare Warmespannungen. Von Heinz Parkus, o. Professor an der Technischen 
Hochschule in Wien. Mit 34 Textabbildungen. V, 166 Seiten. Gr.-8°. 1959. 


Ganzleinen § 228.—, DM 388.—, sfr. 38.90, $ 9.05 


Warmespannungen infolge stationarer Temperaturfelder. Von Dipl.-Ing. 
Dr. techn. Ernst Melan, o. Professor an der Technischen Hochschule in Wien, wirkl. Mitglied 
der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften, und Dipl.-Ing. Dr. techn. Heinz Parkus, 

Professor am Michigan State College, East-Lansing, Michigan, USA. Mit 30 Textabbildungen. 


V, 114 Seiten. Gr.-8°. 1953. Ganzleinen S 110.—, DM 18.50, sfr. 18.90, $ 4.40 


Theorie ideal plastischer Korper. Von W. Prager, Eng. D., Professor of Applied 
Mechanics, Brown University, Providence, R.I., USA, und P. G. Hodge, Jr., Ph. D., Asso- 
ciate Professor of Applied Mechanics, Polytechnic Institute of Brooklyn, N. Y., USA. Ins 
Deutsche tibertragen von F. Chmelka, Dr. phil., Dr. techn., Privatdozent an der Technischen 
Hochschule in Wien. Mit 97 Textabbildungen. X, 274 Seiten. Gr.-8°. 1954. 


Ganzleinen S 198.—, DM 33.—, sfr. 33.80, $ 7.85 
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Beim Entwurf von Tragwerken des Stahl- und des Stahlbetonbaues ist es haufig notwen 
einzelne Bauglieder als Flachentragwerke aufzufassen, um die Gréfe und den Verlauf. der inner 
Krafte hinreichend genau ermitteln zu kénnen. Im Stahlbau sind es verschiedene wichtige Kr. 
einleitungs- und Kraftverteilungsprobleme, Stabilitétsuntersuchungen fur dinne Bleche, Prob 
des Zusammenwirkens von stab- und plattenformigen Baugliedern, Behalteraufgaben usw., di 
in dieser Weise behandelt werden miissen. Noch haufiger ergibt sich im Stahlbetonbau die Not 
wendigkeit, die Theorie der mehrdimensionalen Systeme zur Berechnung der Tragwerke heran- 
zuziehen ; schon deshalb, weil im Hinblick auf die gebotene Gewichtsbeschrankung eine méglichs 
weitgehende Verwendung plattenformiger Elemente beim Aufbau der Tragwerke anzustreb 
ist. Gerade bei dieser Bauweise sind auch auf Grund einer schirferen Erfassung des Zusammen- 
wirkens der Einzelteile oft sehr bedeutende Gewichtsersparnisse zu erzielen, die es wieder gestatt 
die Stiitzweiten der Tragwerke unter ginstigsten Bedingungen zu vergrofern. Schlief&lich sin 
Stahlbeton- wie im Stahlbau auch neue baustoffsparende, dinnwandige Bauformen en 
worden, die Schalentragwerke oder Faltwerke darstellen. | cee 238 

Das nunmehr schon in der fiinften Auflage erscheinende, bewahrte Lehrbuch von Girl 
fihrt den Studierenden und den Ingenieur der Praxis in die Theorie der Flachentragwerke 
dem letzten Stand der Entwicklung ein. Es bringt nicht nur die wichtigeren Lésungserge 
sondern auch die Lésungsverfahren, soweit diese fiir den Techniker in Betracht komme 
Einstellung entsprechend ist das Buch méglichst leicht versténdlich und in der Spr, 
Ingenieurs geschrieben und reich bebildert worden. Die Theorie wird jeweils nur soweit ent 
als dies zur Losung der gegenstaéndlichen Aufgaben erforderlich ist. Es gelangen vorwiegend eit 
fachere Probleme zur Behandlung, die den Bedirfnissen des Stahl- und des Stahlbetonbau 
entsprechend ausgewahlt sind. Innerhalb jener Teilgebiete, die fiir die technische Praxis vy 
besonderer Bedeutung sind, ist der Aufgabenkreis auch weiter erstreckt worden und reicht 
an Probleme heran, die bisher noch nicht oder noch nicht in befriedigender Weise gelost 
konnten. Auf den systematischen Aufbau der Lésungen ist stets geachtet worden; damit soll de an 
Anfainger zugleich der Weg zur selbstandigen Bearbeitung verwandter Probleme gewiesen werden. 
Soweit es bei der notwendigen Beschrankung des Buchumfanges méglich war, sind auch vers : 
dene Zahlenbeispiele aufgenommen worden. 5 eae : Mie Pees Ss Ae 

In die nun folgende finfte Auflage wurde die neue Plattentheorie von Hric Reissner, 
auch die Querschubverzerrungen bericksichtigt, aufgenommen. Mit dieser Theorie ist es mogli 
die drei Randbedingungen bei Plattenproblemen strenge zu erfillen. Auch bei der Abfasst 
dieses Abschnittes wurde Wert darauf gelegt, mit den mathematischen Hilfsmitteln, die allgem 
in diesem Buch Verwendung fanden, auszukommen. Im Hinblick auf die immer haufigere 
wendung orthotroper Werkstoffe, wurden die allgemeinen Beziehungen der Reissners 
Theorie fir randparallele orthotrope Platten entwickelt. Als Illustrationsbeispiel wurde die 
are gelagerte isotrope Rechteckplatte behandelt und das Ergebnis mit der klassischen Theorie 
verglichen. ; ; ‘ See 

Weiters wurden in der fiinften Auflage die Literaturangaben betrichtlich erganzt, um den 
Stand der Forschung in diesem Fachgebiet aufzuzeigen, aber auch, um den in der Praxis tatige: 
Ingenieur mitzuteilen, welche Probleme bereits gelést sind. Die neue Auflage wurde auch mit 
einem Namenverzeichnis ausgestattet. Sea See Bh ee eee 
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